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Inga hjälpmedel. Lösningarna ska vara fullständiga, välmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska först̊as ges p̊a s̊a enkel form som möjligt.

Varje uppgift ger högst 3 poäng. För betyg 3/4/5 krävs dels minst 8/12/16 poäng totalt,
dels minst 2 poäng vardera p̊a minst 3/4/5 uppgifter. Svar finns efter skrivningstidens
slut p̊a kursens hemsida.

1. Omr̊adet 1 6 y 6 ex , 0 6 x 6 2 roteras ett varv kring linjen x = 2. Vad blir
volymen av den uppkomna kroppen?

2. Bestäm alla lösningar till differentialekvationen y′′′ − 2y′′ + y′ = ex .

3. Ange alla lösningar till differentialekvationen (x2 + x)y′ = y2 + 2y + 1, x > 0.

4. (a) Är serien
∞∑

k=1

k2 − 1

k3 + 1
konvergent?

(b) Är serien
∞∑

k=1

ln(k + 1)− ln k

k
konvergent?

(c) Beräkna
∞∑

k=0

2k + (−1)k 3k

4k
.

5. (a) Beräkna lim
x→0

x4

x2 + 2 ln(cos x)
. (2p)

(b) L̊at f(x) = ln(1− x). Bestäm f (49)(0). (1p)

6. Är

∫ ∞

0

(1 + x) ln(1 + x)

x3/2 ex
dx konvergent?

7. Beräkna
∞∑

k=1

4k + 6

k3 + 3k2 + 2k
.

Lycka till!
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1. Volymen är 2π
∫ 2

0
(ex − 1)(2 − x) dx =/partiell integration/= 2π([(ex − x)(2 − x)]20 −∫ 2

0
(ex − x)(−1) dx) = 2π(−2 + [ex − x2

2
]20) = 2π(e2 − 5). Svar: 2π(e2 − 5).

2. Karaktäristiskt polynom är r3 − 2r2 + r = r(r − 1)2 och yh = C1 + (C2x+ C3)ex.

Sätt y = zex. Förskjutningsregeln ger att D(D−1)2y = ex ⇔ (D+1)D2z = z′′′+z′′ = 1.

Ansättningen zp = Ax2 ger A =
1
2

och vi f̊ar partikulärlösningen yp = exzp =
x2

2
ex.

Svar: y = yh + yp = C1 + (
x2

2
+ C2x+ C3)ex.

3. Första ordningens separabel DE.

(x2 + x)y′ = y2 + 2y + 1 = (y + 1)2 ⇔ /y 6= −1/⇔ y′

(y + 1)2
=

1
x2 + x

=
1
x
− 1
x+ 1

⇔

− 1
y + 1

= lnx− ln(x+ 1) + C = ln
x

x+ 1
+ C ⇔ y = − 1

ln x
x+1 + C

− 1.

Även y = −1 är en lösning. Svar: y = −(
1

ln x
x+1 + C

+ 1) och y = −1.

4. (a) Eftersom 0 ≤ k2 − 1
k3 + 1

=
1
k
·

1− 1
k2

1 + 1
k3

och
1− 1

k2

1 + 1
k3

→ 1 d̊a k →∞, ger jämförelse med

den divergenta serien
∞∑

k=1

1
k

att även
∞∑

k=1

k2 − 1
k3 + 1

är divergent. Svar: Divergent.

(b) Eftersom 0 ≤ ln(k + 1)− ln k
k

=
ln(1 + 1

k )
k

= / ln(1 +
1
k

) =
1
k

+ O(
1
k2

)/ =
1
k2

+

O(
1
k3

) =
1
k2

(1 + O(
1
k

)) och 1 + O(
1
k

) → 1 d̊a k → ∞, ger jämförelse med den

konvergenta serien
∞∑

k=1

1
k2

att även
∞∑

k=1

ln(k + 1)− ln k
k

är konvergent. Svar:

Konvergent.

(c)
∞∑

k=0

2k + (−1)k3k

4k
=
∞∑

k=0

(
1
2

)k +
∞∑

k=0

(−3
4

)k = /geometriska serier/ =

1
1− 1

2

+
1

1− (−3
4)

=
18
7

. Svar:
18
7

.

5. (a)
x4

x2 + 2 ln cosx
= /2 ln cosx = 2 ln(1− x2

2
+
x4

4!
+O(x6)) = 2(−x

2

2
+
x4

4!
+O(x6)−

(−x2

2 + x4

4! +O(x6))2

2
+O(x6)) = −x2 +2

x4

4!
− x

4

4
+O(x6) = −x2− x

4

6
+O(x6)/ =

x4

−x4

6 +O(x6)
=

1
−1

6 +O(x2)
→ −6 d̊a x→ 0. Svar: Gränsvärdet är −6.

(b) ln(1 + t) har MacLaurinutvecklingen ln(1 + t) = t − t2

2
+ · · · + t49

49
+ O(t50) =

49∑
k=1

(−1)k−1tk

k
+O(t50) och s̊aledes gäller att f(x) = ln(1−x) = −

49∑
k=1

xk

k
+O(x50).

D̊a koefficienten framför x49 är
f (49)(0)

49!
enligt MacLaurins formel följer att

f (49)(0)
49!

= − 1
49
⇔ f (49)(0) = −48!.

Svar: −48!.



6. Generalisering i 0 och ∞. Positiv funktion.

Fallet 0.

Eftersom
(1 + x) ln(1 + x)

x3/2ex
=

(1 + x)(x+O(x2))
x3/2ex

=
x

x3/2
· 1 + x

ex
=

1√
x
· 1 + x

ex
och

1 + x

ex
→ 1 d̊a x → 0+, ger jämförelse med den konvergenta integralen

∫ 1

0

1√
x
dx att

även
∫ 1

0

(1 + x) ln(1 + x)
x3/2ex

dx är konvergent.

Fallet ∞.
(1+x) ln(1+x)

x3/2ex

1/x2
=

(1 + x)
x

· ln(1 + x)
x1/2

· x
2

ex
= (

1
x

+1) · ln(1 + x)
x1/2

· x
2

ex
→ 1 ·0 ·0 = 0 d̊a x→∞

enligt hastighetstabell. S̊aledes existerar ω > 1 s̊a att x ≥ ω ⇒ (1 + x) ln(1 + x)
x3/2ex

<
1
x2

.

Eftersom
∫ ∞

ω

1
x2

dx är konvergent är även
∫ ∞

ω

(1 + x) ln(1 + x)
x3/2ex

dx konvergent enligt

jämförelsekriteriet.

S̊aledes är
∫ ∞

0

(1 + x) ln(1 + x)
x3/2ex

dx =
∫ 1

0

(1 + x) ln(1 + x)
x3/2ex

dx+
∫ ω

1

(1 + x) ln(1 + x)
x3/2ex

dx+∫ ∞
ω

(1 + x) ln(1 + x)
x3/2ex

dx konvergent Svar: Ja.

7.
n∑

k=1

4k + 6
k3 + 3k2 + 2k

= /partialbr̊aksuppdelning:
4k + 6

k3 + 3k2 + 2k
=

3
k
− 2
k + 1

− 1
k + 2

/ =

n∑
k=1

(
3
k
− 2
k + 1

− 1
k + 2

) = 3
n∑

k=1

(
1
k
− 1
k + 1

) +
n∑

k=1

(
1

k + 1
− 1
k + 2

) = / teleskopsummor

/ = 3(1− 1
n+ 1

) + (
1
2
− 1
n+ 2

)→ 7
2

d̊a n→∞. Svar: 7/2.
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