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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade och avslutade med
ett svar. Varje uppgift ger hogst 3 poéang. For betyg 3/4/5 krivs dels minst 8/12/16
podng totalt, dels minst 2 podng vardera pa minst 3/4/5 uppgifter. Svar finns efter
skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam alla losningar till differentialekvationen y” — 2y’ — 3y = xe™ 7.

1

2. Bestam den 16sning till differentialekvationen 2z’ + vy = x > 0 som uppfyller

TH17
y(1) =0.
3. Berakna foljande gréansvarden:
in 2 2In(1 — sinz _ 1 — Va2 —1-—
(a) lim S2et2-o) 0, Eolor g Vit low
z—0 rsinx t—0 1 —cosw z—oo  arctan -

.. o o o 1
4. Berakna volymen av den kropp som uppstar da omradet -5 <y <1, 0<z <1
roteras ett varv kring linjen y = 1.

5. Avgor konvergens:

o0
©  arctan %

(a) X;WIZL_i_garcsinL (1p) (b) dr (2p)

Vn o Vr+In(l+z)

6. Berdkna arean av den yta som uppstar da kurvan r = sinp, 0 < ¢ < % (poldra
koordinater) roterar ett varv kring linjen y = x.

7. Antag att f &r en deriverbar funktion som uppfyller f(z) > 0 och f'(z) < 0 da
x > 0. Visa att

lim f(z) =0 <= / f(z) sin x dz konvergerar
0

Tr—00

Lycka till!
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1. Karaktiristiskt polynom &r 72 — 2r — 3 = (r 4 1)(r — 3) och y, = Ae™ + Be3®.
Sitt y = ze™”. Forskjutningsregeln ger att (D+1)(D—3)y = ze ¥ & D(D—4)z = 2" —
—X

1
47" = z. Ansittningen z = z(Cz + D) ger partikulérlosningen y, = —1—6(2562 +z)e

1
Svar: y =y +yp = (A — E(?I‘Z +z))e™® + Be¥®,

1 1
2. 229 +y=—— &y + - har integrerande faktor \/z och kan skri-

x+1 2 2z(x+1)
dt

1
vas (yvr) = 2f($+) yﬁ:/wwdx:/t:ﬁ/:/ﬂﬂz

arctan /x + C 7r

arctant + C = arctan /z + C & y =
arctan /x — /4

Vi '
sin2z + 21In(1 — x)

Svar: y =

3 2 3
= /ML-utveckling/ = 2z +0(2°) + 2(—z — a7/2 4 O(2”)) _

3. (a)

xsinz z(x + O(x?))
-1+0
+7(x) — —1daz—0. Svar: Gransvéardet ar —1.
14+ O(x?)
eSinz _ 1 _ g . 3 (x 4 O(x3)>2
b _ Jpsinz _ _x+O(z®) _ 1 3 3\ —
(b) T /e e + (z + O(x ))2+ 723 + O(z?)
2
1+z+22/2+0(%),1 —cosz =2%/2+0(2?)/ = W —1ldaz—0.
Svar: Grénsvéirdet ar 1.
Va2 —1— 1 1 1 1
(c) a:ilzz:_ = /arctan — = — + O(—3)/ =
arctan (Va2 —1+z) arctan% r T
1 1
- —— = - — — —1/2 da
r(y/1—=1/224+1);(1+ O(52)) (V1-=1/22+1)(1 + O(3))
x — 00. Svar: Gréansvérdet ar —1/2.
1
4. Tvéarsnittsarean ér A(x) = m(1 — ooy 1)2 och volymen ir, enligt skivformeln,
/1(1_ L 2 = afp—2(et1) - — ]l = 2> —21m2).  Svar: “(3-In16)
7r0 porar r = 7(x T 10 =73 . var: o .
.. n 11 1 1 1 1 1+0(%)
5. (a) Positiv serie. m arcsm% R (\f O( 3/2)) = T
1+0(3)
Eftersom Z 3 /2 ar konvergent och nh_)Holo 153/’ = 1 foljer av jamforelsekriteriet

(gransvardesvarlanten) att serien dr konvergent. Svar: Konvergent.



(b) Generaliserad i 0 och oo. Positiv funktion.

1 1

Forst fallet / arctan - de. Eft arctan% arctan -
orst falle —2*  dx. ersom = =
\F+1n + ) VZ +1n(1 + ) Vz + O(x)
1 arctan / d I ¢ och I aurctanl s ot
x ar konvergent oc im ——2%_- = — foljer a
Vi 1+0(/x) Jy Ve e 20t 1+ 0(r) 2
j-kriteriet att arctan dz &r k t
-kriteriet a —— X dx ar konvergent.
: o Vo rhn(l+) g
Fallet % arctan X arctan = _ % + O(x—lg,) _ 1 1+ O(?l?) ‘
1 \/§+1n(1 ) f+1n(1+a:) Ve+n(l4+z) 232 1+%
x
1+ O(;—Q)

Eftersom / =7 dx &ar konvergent och lim =1 foljer av j-kriteriet
x

T—00 1 4 (f'?‘f'l)

‘\/7
tt / arctan dx ir k t Svar: K t
a aVen —_—— X ar Konvergent. var: onvergent.
Vo +In(1 + x) & &

6. Punkten sin ¢(cos ¢,sin ¢) roterad ett varv kring y = x ger en cirkel med omkrets
27 8in ¢ sin(% — ). Areaelementet dr 27 sin ¢ sin(% —$)+/(cos )2 + (sin ¢)2 d¢ och hela

) /4 p /4 ) ) o — T w/4 -
arean 7'('/0 Slnqbsm( —¢) do = \[ sin ¢(cos p—sin ¢) d¢ = 7 /0 (sin 2¢+
cos2¢ — 1) dop = L[ cos 2¢ + sin 2¢ — 2(1)]”/4 T (2 — E) Svar: m(4—)

2/2 2v2 27 42

(n+1)w
7. Satt, for varje heltal n > 0, a,, = /

nm

™
f(z)sinx dz = (—1)”/ f(nm+t)sint dt.
0
Eftersom f dr positiv och avtagande géller att |an| — |ant1| = / (finm+1t)— f((n+
1)m +t))sint dt > 0. Saledes foljer att |ag| > |a1| > |ag]|. ...

Om lim f(z) =0 géller att |a,| < / f(nm+1t) dt < f(nm)-m— 0 dan — oco. Enligt
T—00 0

00 X
Leibniz &r serien konvergent och déirmed dven / f(z)sinz dz ty / f(z)sinz dx =
0 0

Zan / f(z)sinz dz.

(N+1)m

Antag att lim f(x) = 0 ej géller. Da existerar w och C' > 0 sadana att z > w = f(z) >
r— 00

s
C' ty f &r positiv och avtagande. For nm > w foljer att |a,| > / Csint dt = 2C och
0

oo
divergenstestet visar att serien Z an dr divergent och dérmed att / f(z)sinx dx &r
0

0
divergent.
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