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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, védlmotiverade och avslutade med
ett svar. Varje uppgift ger hogst 3 poiang. For betyg 3/4/5 kriavs dels minst 8/12/16
podng totalt, dels minst 2 podng vardera pa minst 3/4/5 uppgifter. Svar finns efter
skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Omradet 0 < y < Vxe®, 0 < 2 < 1 roteras ett varv kring z-axeln. Vad blir
volymen av den uppkomna kroppen?

n

2. Bestdm alla 16sningar till differentialekvationen 3" + ¢ — ' —y = 4e”.

3. Undersok
. arctanx —sinz
(a) lim e
z—0 r?sinx

(b) mh_)rgo z(In(x + 2) — Inx)

. V2r—e"2 -1
(c¢) lim

z—2 r—2

4. Bestdm huruvida de givna serierna ar konvergenta:

(a) Z(,/kz +1-k) (b) Z(l — cos %) (c) Zsin(kﬂr + %)

11
5. Bestdm ett rationellt ndrmevérde till In 0 med ett fel vars absolutbelopp &r hogst
1074,

6. Omradet 0 < y < f(z), 1 < x < a roteras ett varv kring y-axeln. Den uppkomna
kroppen har volymen f(a) — 2 for a > 1. Bestdm funktionen f.

1
7. Antag att y(x) dr kontinuerligt deriverbar for alla « och att y'(z)+y(z) = O(=)
T

da z — oco. Visa att lim y(x) = 0.

Lycka till!
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1.

3.

1 6250 1 e2x
Volymen &r 7 / re*® dx =[partiell integration]= w([qr?](l)— - dzr) =
0 0
2 2 2 2
1 1 1
W(%—(%—Z)):ﬂ'%. Svar: 75 i .
Tredje ordningens linjér differentialekvation med konstanta koefficien-

ter.

Karaktiristiska polynomet &r p(r) = 73 +72 —r—1= (r* = 1)(r+1) =
(r — 1)(r + 1)? och den homogena losningen ir saledes yy = (Ciz +
Cy)e™ ™ 4 Cse”.

Forskjutningsregeln ger att 3" +y” —y' —y = (D+1)*(D—1)y = 4¢* &
Jy=z2¢") < (D+2)?Dz = 2" +42" +42' = 4. Ansatsen z, = Az visar
att 2, = x ar en losning och saledes &r y, = ze” en partikuldrlosning till
den ursprungliga ekvationen. Svar: y = (Chz+Cs)e "+ (Cs+x)e”.

arctanx — sin x x 5 .
= Jarctanz = x — — + O(2°), sinz =

(a)

x?sinx \ \ 3 z
€T x 5
£3+O(x5)/ _ x_?_(x_F+O($ ) _ —x3/6+0(x5) _
6 2?(z + O(z3)) 23 + O(ah)
_ 2
m — —1/6 da =z — 0. Svar: Gransviardet ar
~1/6.

(b) z(In(z + 2) — Inx) :xln(1+§) =/t= ; — 0+ daz — oo/ =

In(1+t¢
2M — 2 da t — 0 enligt standardgrinsvirde eller enkel
Maclaurinutveckling.. Svar: Grénsvardet ar 2.
V2 —e* 2 -1

5 =/t=x—-2—-0daz — 2 z=2+1t/ =

l’_

VA+2t—et—1  4+2t— (' +1)?
t Ct(VAF 2t et +1)
—2t+0(t%) —240()

t(VAF2t+et +1) VA+2+et +1

Gréansvardet dr —1/2.

= /el =1+t4+0(t?)) =

1
— —3 dat — 0. Svar:

(a) Termerna &r positiva och, for k > 0, giller att VA2 +1—k =
1 1 1
Med b, = — fas att W,

VIZt1+k k14 1tk k by,

o

1/2 sa jamforelsesatsen visar att serien &r divergent ty Z z ar

k=1
divergent. Svar: Serien &r divergent.
1 1
(b) Termerna &r positiva och da 1—cos 5= 1—(1— @4—0(1/]{:4)) =
1
%2 + O(1/k*) foljer enligt jimforelssatsen att serien ér konver-
gent. Svar: Serien dr konvergent.
s 7r > T
(c) ; sin(km + E) = kZ_Q(—l)k sin T ar en alternerande serie. Vidare

giller att sin% avtar mot 0 da k — oo, ty k > 2. Leibniz’ krite-

rium visar saledes att serien #r konvergent. Svar: Serien &r
konvergent.



5. Enligt Maclaurins formel med resttermen pa Lagranges form géller att

2 1.3 4

In(l+2z)=2-— % + o m for nagot & mellan 0 och . Med

1/10 fs att [In b — (= — 4 Ly 1 | <

= n—-—\(—=— =

1 1 1 143
>0/ < 10~%. Saledes dr — — =

€20/ = Il < aledes &I 15~ 5102 T 32108 1950

ett nirmeviirde med fel mindre &n 1072 Svar: Exempelvis

1500°

6. Rotationsvolymen &r 27 / xf(x) dz vilket ger integralekvationen 27 / xf(x)de =
1 1
f(a)—2 som ir ekvivalent med differentialekvationen f'(a) = 2maf(a), f(1)—

?ésg = 2ma, f(1) =2 « /f(a) 2 0/ & Inf(a) =
ma® + C, f(1) =2 & Inf(a) = 7a® + n2 — 7 & f(a) = 27D,
Svar: f(z) = 2e™@* D),

2 =0«

7. Sitt h(t) = y'(t) + y(t). Integrerande faktor dr e; och 3/ (t) + y(t) =
h(t) < D(y(t)e') = h(t)e! & y(x)e® —y(a)e® = / e'h(t) dt < y(z) =

a
x

y(a)e®™ + e_x/ e'h(t) dt dir a > 1 viljs sa stor att det finns en

a
C
konstant C' > 0 sadan att |h(t)| < 2 for t > a.

x T T it
Da géller att \e‘”/a e'h(t) dt| < ex/a eflh(t)| dt < Ce ™ :—2 dt =

x/2 t x it x/2 za
@fd ;ﬁ+/‘zm<cwfﬁ—@+€@p:

/2 t CL2 2 (%)2 2
—e2® —2a 2 . . N
C(e a2 + =) — 0 da x — oo enligt standardgrénsvirde. Ef-
a x
tersom dessutom y(a)e

Tr — OQ.

7% - 0da z — oo foljer att y(z) — 0 da
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