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Inga hjalpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstéindiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poidng. Uppgift ridknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Omradet som ges av 0 <y <cosz, 0 <z < g roteras ett varv kring linjen x = g
Berikna volymen av rotationskroppen.

2. Bestdm alla losningar till differentialekvationen y"”'(z) 4 3y" () — 4y(z) = (3z — 1)e”.

3. Beriikna foljande gréansvérden:

sin2z +2In(1 — z)

(a) lim —
. V1+2ze*—-1-2x
(b) lim :
z—0 rarctan x
. ~k+Ink
4. (a) Ar serien n konvergent?
k% +8
k=1
ok
(b) Bestdm konvergensradien for potensserien Z T zk.
k=1

. k
(c) Berikna Z(—l) Pk
k=0
5. Bestdm den 16sning till differentialekvationen (1 + 22)y'(z) + 2+/y(z) = 0 som upp-
fyller villkoren y > 0 och lim y(x) = 0.

T

1
6. Lat f(zx) = — / 2t arctant dt, = # 0. For vilket/vilka virden pa heltalet n gar det
x'ﬂ

0
att definiera f(0) sa att f blir kontinuerlig i = 07 Vad ska i sa fall f(0) vara for
detta/dessa n?

7. Bestdm, med hjilp av potensserier, en 16sning till differentialekvationen
(22 + )y (x) — 229/ (x) +2y(x) = 0, y'(0) =0, y'(0) =2

och ange denna losning pa enklast mojliga form.
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1. Volymen &r 277/ (%—a:) cosx dr = /partiell integration/ = 2%([(%—
0

2 /2 2
x) sin x}g/ —/ (—1)sinz dx) = 2m[— cos x]g/ =27 Svar: Vo-
0
lymen &r 2.

2. Tredje ordningens linjir differentialekvation med konstanta koefficien-
ter.

Karaktiristiska polynomet &r p(r) = r® +3r2 —4 = (r + 2)%(r — 1) och
den homogena 16sningen ér saledes yg = (Crz + Co)e 2 4 Cze”.

Forskjutningsregeln ger att y”’ +3y" —4y = (D + 2)2(D -1y =3z —
e & Jy=z2e"/ & (D +3)? Dz = 2" +62"+92 = 3r — 1. Ansatsen
zp = (Az+B) = Az®+Bu ger z, = 2Ax+B, 2 = 2A och 2’ = 0 som
insatt i ekvationen ger att 124 + 18Ax +9B = 3£L' -1& A =1/6 och

2
-2

B = —1/3. Saledes ar y, = i 5 i
r? -2z

6

e” en partikuldrlosning. Svar:

Yy = (Clm + Cg)e_Qx + (Cg + )ex.

0
3. (a) Grénsvirde av typ o

sin2x + 2In(1 — z)

— ; _ 3 _
5 = /sin2z = 2z + O(z°),In(1 —z) = —x —

T
2z 4 2(—x — 22/2) + O (a3
w240y = XA TR O] 4y o)~
da z — 0. Svar: Gransvardet ar —1.

(b) Grénsvirde av typ g

1422 —-1-2
¢ Rk x—/arctanx—:chO( 3, (14 22)2 =1+
x arctan x

1 1 9 3 22 5 22

O(z?)/) = (1""5”_%+O($3))(1+x+%+O(x3))—1—2x
2(a+ 0@))

2?4+ 0(2®) 14 0(x)

224+ 0(z%) 1+ 0(x?)

ar 1.

—1daxz — 0. Svar: Gransvardet

k+Ink 1 145

FEETy =5 TW Saledes giller

4. (a) Termerna &r positiva och

k+Ink
g 1+ Bk

1k~ 1+ 8/k2

— 1da k — oo. Eftersom Z — ar divergent ar

k+Ink
dven Zl: k‘;—i—l—nS divergent enligt jamforelsekriteriet. Svar:
Serien &r divergent.
k
55+ k+1 5k 5

(b) Eftersom |-+ —|=
?I’

|z| — 5|x| da k — oo,

1T T
ger kvotkriteriet att potensserien &r absolutkonvergent da 5|z| <
1 & |z| < 1/5 och divergent da |z| > 1/5. Konvergensradien &r

saledes 1/5. Svar: Konvergensradien &r 1/5.

- kzk - (_Q)k 2 2
(c) Z(—l) i Z o e~ Svar: Summan &dr e ~.

k=0 k=0

5. Differentialekvationen &r separabel. For y > 0 géller att (1 4+ :E2)y/ +

/
1
2y =0 & 2‘7\4/?7 = 152 & /y = —arctanz + C. Eftersom




arctanz — /2 da x — oo géller att lim y(z) = 0 = C = 7/2.
T— 00

Saledes ar y = (g — arctan z)? den sokta losningen. Svar: y =

(g — arctan z)2.

1 x
. flx) = n/ 2tarctant dt = /arctant = t 4+ r(t) dar r(t) = O(t?) ar
0

T

z E O 5 2
integrerbar/ = ln/ (2£% + 2tr(t)) dt = 2 +0(@%) _ 2/3+0(%)

T 0 zn l‘n73
T

ty \/ 2tr(t) dt| < |z| - 2C|z*| = O(a), eftersom |r(t)| < C|t3] for
0

] < |-

For n > 3 saknas griansvérde, for n = 3 &r gransvirdet 2/3 och for

n < 3 ar gransvirdet 0 da x — 0.

En alternativ 16sning ar att direkt berékna integralen. Svar: f(0) =
2/3dan=3och f(0)=0dan<3.

. Ansitt y = Z cpx”. Da giller att y' = Z kepz® ' och y = Z k(k—
k=0 k=1 -
1)epa®=2. Vidare giller att 3/(0) = 0 = ¢; = 0och 3" (0) =2 = ¢y = 1.

Insatt i differentialekvationen far vi att Z k(k — 1)cpa® + Z k(k —
k=2 k=2

1)epaht?— Zchkx +Z 2epzk = Z k(k—=1)cp+(k—2) (k—3)cp_o—
k=3
2kck):c + 260 = 0 for alla x. Detta medfor att cg = 0 och att ¢, =
(k—2)(k—3) k—3

T k(k—1)— 2k +2 TO-2 = T k2 for k > 3. Saledes medfor

. (_1)71 1

c1 = 0 att copy = 0 for alla m > 0 och co = 1 att cop, = “om 1
> 2n—1

.o : 2 —_— n n 1 x =
forn>1. Vi faratty—Z(—l) 2n—1 Z n—1

n=1 n=1
T arctan x.
2?4 9 1/9
Eftersom |2(n+21)_1\ = o \ 2 = _7/n|x2\ — 2?2 da k — oo,
S 2n+1 1+1/2n

visar kvotkriteriet att potensserien har konvergensradien 1 (precis som
MacLaurinserien for arctan ). En kontroll visar att x arctan z i sjilva
verket dr en 16sning for alla x. Svar: Den sokta l6sningen ar y =
T arctan x.
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