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Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkédnd om den bedémts
med minst 2 podng. For betyg n ridcker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter
(n = 3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida, dér dven tid for
tentamensvisning meddelas nér resultaten &r klara.

1. Berdkna foljande obestdamda integraler:
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3. Beradkna den generaliserade integralen —— dx (eller visa divergens).
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4. Visa att arctan(1 + 22%) — 2* > % — z* for alla v € R.

5. (a) Definiera vad som menas med att F' &r en primitiv funktion till f pa (det
oppna) intervallet I.

(b) Visa att xQx ] + arctan x ar en primitiv funktion till —([EQ n 1)2.

sint

o e dt en primitiv funktion?

(c) Till vilken funktion &r F(z) = /
7
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. Tva punkter A och B viljs pa linjen y = 1 i zy-planet sa att avstandet mellan
origo och A &r dubbelt sa stort som avstandet mellan origo och B. Vilket ar det
kortaste mojliga avstandet mellan A och B? (Motivera noga att det verkligen &r
ett minsta virde.)
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. Skissa grafen for f(x) = / |z — ¢*] dt.
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Losningsskisser for TATA41 2019-08-27

1. (a) [In(2z)dz = [1-In(2z)dz =2zIn(2z) — [z 2 do =xIn(2z) — 2+ C.
(b) [ z#do = [(1+ ztq) do = [(1+ 555 = ) do = ot Info— 2] -
In|z +2|+C.
(c) Med t = e” fds dt = e”dz och [ e**sin(e®)dx = [tsintdt =t-(—cost)—
J1-(—cost)dt = —tcost+sint + C = sin(e®) — e* cos(e”) + C.
Svar: Se ovan.

2. (a) HE-pPet - S Bl —ddic 2.
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(b) Variabelbytet t = 2 — 1 ger i;ml S?I(l(wfl”; = }%H(T(t‘*‘t)) = -2, ty
ln(slin_ft) =-2. w s — —2.1-1dat — 0, enligt standard-
gransvirden.

.. _ o o . z+In(1+e®) . —t+ln(l4+e” ")
(c) Sétt t = —x s& erhalls xEIEloo e = tlggo — V= = L,
—tIn(l+e") _ ps _ —t+ln(l4e”?) _ —1+1:In(l+e”?)

eftersom ——2—— = [for t > 0] = V=t i —
%\/HT((}JFO) =-1dat— oo.

Svar: (a) 2 (b) =2 (c) —1.

3. Variabelbytet t = \/z ger x = t2 och dx = 2t dt, si
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4. Vi skriver olikheten som f(x) > w/4, dir f(z) = arctan(1 + 22?%) — 2% + 24
for x € R. Fran derivatan
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ser man att f ar striangt avtagande for z < 0 och stréngt vixande for x > 0.
Alltsé &r f(0) = arctanl = 7/4 globalt minimum, eller med andra ord
f(z) > m/4 for alla € R, vilket skulle visas.

5. (a) Det betyder att F'(x) = f(z) for alla x € I.

. . d
(b) Derivering ger - (

x _ = 2
e + arctan a?) = = @

(c¢) Integranden dr kontinuerlig, sa enligt analysens huvudsats &r F'(x) =
sinx
1+z2 -

6. Vi kan anta att A och B ligger pa samma sida om y-axeln (t.ex. till hoger),
for om de ligger pa varsin sida blir avstandet storre. Kalla avstandet fran origo
till B for t; da kommer 2t att vara avstandet fran origo till A. Koordinaterna
for B ar (x,y) = (vVt2 — 1,1) enligt Pythagoras’ sats, och pa samma sétt ar
A:s koordinater (z,y) = (1/(2t)%2 — 1,1). Avstandet mellan A och B ar alltsa

fO)=vVaz—1-ve2 -1, t>1.



Fran derivatan
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(och fran f:s kontinuitet i punkten ¢ = 1) ser man att f &r stringt avtagande
pé intervallet [1,1/5/2] och stringt vixande pa intervallet [v/5/2,00[. Det

minsta virdet ir alltsa f(v/5/2) = V4 — \/g =3
Svar: Kortaste méjliga avstand &r 3/2 (nir A = (2,1) och B = (3,1)).

t>1,

. Funktionen f(x) = fol }:L‘ — tQ‘ dt har definitionsméngd Dy = R, och berdkning
gors med falluppdelning;:

e Om z > 1dr z —t? >0 for alla ¢ i integrationsintervallet [0, 1], s&

f(z) = /()1(gc—t2)dt = [mt— %t?’}; =x—

e Om 2z <0 édr z —t? <0 for alla t i integrationsintervallet [0, 1], s

1
f(:v):/o (—(z— ) dt = —(x— 1).
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e Om 0 < x < 1 s& vixlar z — t? tecken inuti integrationsintervallet, vid

t =+, sa

Nz 1
f(x):/o (x—t2)dt+/f(—(x—t2))dt

e RE
= [xt - %t?’} - [a:t - %td]

0 vz
= %xS/Q — T+ %

Att rita grafen y = f(z) = £(z — %) for < 0 och fér z > 1 &r ju inte s
svart, men i mittenintervallet behéver vi rdkna ut derivatan:

f'(z):§~%x1/271, 0<z<l.
Vi ser att f’(x) vixlar tecken fran minus till plus d& z'/2 = 3, dvs. dd x = 1.
Grafen ser alltsd ut sdhir, med minsta véirdet f(}) =3 -4 —1+3 =1
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