Losningsskisser for TATA41 2019-03-21

1. Funktionen f(x) =1In|2z 4+ 1|+ %ﬂ &r definierad for alla x € R utom z = —3
och x = —1, och har derivatan
2 2 222
f'(@) =

T2+l (z+1)2 (z+D)(z+1)2

vilket ger teckentabellen

x -1 f% 0
22 | + + + 0  +
20+1 | — - 0 + +
(z+1)* |+ 0 + + +
f'(@) - deejf. - dzjf. + 0 +
f@) |\ N & 2 s o

Relevanta gransvérden (samtliga tdmligen uppenbara): f(x) — oo dd z — +o0,
f(@) = —oo d&  — —3, samt f(z) — +oo dd x — (—1)*.

Graf (ddr man kan notera att terrassen ligger pa hojden f(0) = 2):

|

Svar: Linjerna z = —1 och =z = f% ar lodrita asymptoter. Lokala extrem-

punkter och vagrita asymptoter saknas.

2. (a) [ =% = [(%5 — 25)de =3In|z — 3| —2In|z — 2[4+ C.

(b) Variabelbytet ¢ = cosz (med dt = —sinz dx) och partiell integration ger
JeoszeSTsinwde = — [tetdt = —(t—1)e'+C = (1—cosz) e*+C.
(c) Partiell integration och polynomdivision ger [In(1 + 22%)dz = zIn(1 +
20%) — [wiiam de = v In(1+22%) =2 [ (1 — {552 ) do = w1n(1 + 222) —
22 + /2 arctan(v/2z) + C.

Svar: Se ovan.



3.

(a)
(b)

Funktionen f sdgs vara strangt vixande pa R om och endast om olikheten
f(z1) < f(xq) giller for alla reella tal 21 och zo sddana att z7 < xs.

T.ex. f(z) = for < 0, x + 1 for > 0; den funktionen &r ju inte
ens kontinuerlig, &n mindre deriverbar. Eller f(x) = 2x + |z|, som &r
kontinuerlig men inte deriverbar. (I bada fallen adr det uppenbart fran
f:s graf att f ar stréangt vixande.)

Standardexemplet dr f(x) = 23, vars derivata f/(z) = 322 dr lika med
noll for x = 0.

For den som tvivlar pa att denna funktion verkligen dr strangt vaxande pa R.:
detta kan ses direkt fran definitionen genom att skriva

fl@2) = f(z1) = a5 — 2t = (22 — 1) (22 + 321)° + 2a),

eller genom att resonera som i sista stycket i Anm. 4.2 i kursboken (Forsling &
Neymark, andra uppl., s. 198).

4. Sitt f(z) = (z — 1)e**", 2 € R. Derivatan ir

eftersom t = x
vérde).

flx)y=1- e 4 (x—1)-(1— 2x)ez7m2 =z(3— 217)61;712.

Teckentabell:
x 0 3/2
x - 0 + +
3—2x | + + 0 —
e |+ + +
fllz)y | = 0 + 0 —

Relevanta gransvérden:

x—1 r—1 22—z B
flx) = —=— = —— =0 da z — +oo,
er’—z (E27£L' er’—T
——
=10 —0

?—z=2%(1-1) = oo, och limy_, t/e" = 0 (standardgréins-

Nu kan vi rita grafen y = f(z) och rédkna antalet losningar till ekvationen
f(x) = k genom att ldsa av hur manga ganger linjen y = k skir kurvan:
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Svar: Lat A = Je=%/4. Ekvationen (z — l)eg”*I2 = k har tva losningar om
—1 < k<O0eller 0 <k < A. Den har en 16sning om k = —1, k = 0 eller k = A.
Den saknar 16sning om k < —1 eller k£ > A.



5. Variabelbytet ¢ = e* (med x = Int, do = dt/t) ger
/°° e +1 dm_/“ t+1 dt
o €@ 42 +2 ) 242642t
Primitiv funktion (f6r ¢ > 0) berdknas med partialbraksuppdelning:
t+1 1 1 t
—————dt = = —— | dt
/t(t2+2t+2) 2/<t t2+2t+2>
1 1 1) —
_ - / 1_G+D-1)
2/ \t (t+1)2+1
1 1 )
—(Int - 3 In((t+1)* +1)) +arctan(t + 1) | + C

1
—arctan(t + 1) + C.

— 9
11 12 N
= -n-—-—

4 2 4+2t4+2 2

Integralen blir alltsa

< t+1 dt 1 1 1
———— — = lim flni—kfarctant—l—l
/1 242t +2 t w—>oo|fl 1+2+% 2 ( )

1

= (11n1 —i—1 . ﬂ) - (llnl—i— 1arctan2>
4 14+0+0 2 2 4 5 2
In5 7/2— arctan?2

= T + B E—

lnj n arctan%

4 2
6. Se kurslitteraturen.
(Forsling & Neymark, andra uppl., Def. 4.1 och beviset av Sats 4.5(a).)

Svar:



7. Integranden ar bara definierad for 0 < z < 1, och foér att undvika problem
med att arcsin z inte ar deriverbar i x = 1 forutsitter vi hela tiden nedan att
x ligger i intervallet 0 < x < 1.

Vi berdknar forst en primitiv funktion till arcsin a:

T
arcsinz dr = zarcsing — | ———dz = zarcsinz + /1 — 22 + C;.
/ /\/1—3:2 !

Partiell integration med hjélp av detta ger
. . . 1
Inz arcsinz dz = (x arcsinz + /1 — 1:2) Inx — (1: arcsinz + /1 — x2) —dx
x

/\/1 —z2
Tdm.

= (xarcsinx—i— 1-— a?Q) Inz — /arcsinxdx —

Primitiv till arcsin 2 har vi redan rdknat ut, sa det som aterstar ar den sista
termen, som vi t.ex. kan berdikna genom att sitta t = 22 € ]0, 1] och sedan

s=+v1-te€]0,1[:

V1—122 V1—a2 V1i—tdt s
———de= | ——adx = — = (—s)ds
x x2 t 2 1—s2
1 1 1 1
_/(1_1—52>d8_s_2/<1—3+1+5>d8
1. 145 1 (1+5s)?
_S_§ln1—s+02_s_§ln 2 + Oy

(1+s)
V1—s?
=v1—-22—-In(14++vV1—-22)+Inz+ Cs.

Allt som allt, ddrmed:

=s—1In

14++vV1—2a2
+02: 1—1:2—111%4—02

/1nxarcsinxdx = (x arcsinz + V1 — x2) Inx

— (zarcsinx + V1 — 22)
f(mfln(1+ M)+lnx)+0

= (lnz — 1) zarcsinx — 2m+ln(1 + m)
+(V1-22 - 1) Inz+C.

Svar: Se ovan.



