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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkédnd om den bedémts med
minst 2 podng. For betyg n ricker 4(n — 1) poing och n godkinda uppgifter (n = 3,4, 5).
Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Berdkna de obestdmda integralerna
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3. Bestdam antalet l6sningar till ekvationen eV =k, x>0, for varje reellt viarde pa
konstanten k.

4. En lada (utan lock) konstrueras genom att man klip-
per bort fyra lika stora kvadrater fran hérnen pa en
kvadrat med sidldngd L och sedan viker upp kanter-
na vid de streckade linjerna enligt figuren. Hur stor
volym kan ladan fa? (Motivera noga att volymen blir
maximal. )
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5. Skissa grafen till funktionen f(a) = /0 (a PR R

alla eventuella lodrita och vagriata asymptoter samt lokala extrempunkter.

) dz, a > 0. Ange

6. (a) Formulera medelvirdessatsen for derivator.
(b) Definiera vad som menas med att en funktion &r stringt vixande.

(¢) Anvénd medelvirdessatsen for att visa att f dr stringt vixande pa ett intervall
Iom f'(z) >0 for alla z € I.

2n

7. Undersok gransvérdet lim Z b

n—oo = ny/n(k + n)
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1. (a) fﬁ%:f(rzz—ﬁ)dw:21n|x—2|—ln|x+1|+0.

b) [zarctan(z?)dr = arctan k. 2 1+(12)2dx = 122 arctan(z?) —
iln(l+a2%) +C.

(¢) Med ¢t = cosz fas [sin®zcos’zdr = [(1 — COS2$)COS rsinxdr =
— [ = )t2dt = 1> — 13+ C = L cos® x — & cos a:+C’ Eller med
produkt- t111 summma- omskrlvmng [ sin® xcos%xdx = 5 [(2sinz +
sin 3z — sin5z)dx = —5(2cosx + § cos 3z — 1 cosbx) + C.
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Svar: Se ovan.
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2. (a) z°—2z2 74m+3d$ (z—3)(z®+2—1) _ 224z—1
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st andard gransvérden.
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ju mot oo (eftersom 55 > 1) och andra faktorn mot }Ig =1 (eftersom
-1< 2 <1och—1< 2 <1).

Svar: (a )11/9 (b) 1/2 (c)oo.

— 00 da x — oo; forsta faktorn gar

Inax

3. Om ekvationen skrivs som e = = k sa syns omedelbart att den saknar 16sning
ifall £ < 0. For k > 0 ar den ekvivalent med

1
L —lnk, x>0
T
Antalet 16sningar kan darmed utlésas fran grafen for f(z) = me Vi har

f(z) —» 0 d& = — oo (standardgransvéirde) och
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Derivatan
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/ Pr— —
fi(z) = . +lnx PR

ar positiv for 0 < z < e och negatw for > e. Graf, alltsa:
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Linjen y = Ink (dar k > 0) skir denna kurva tva ganger om 0 < Ink < 1/e,
en gang om Ink = 1/e eller Ink < 0, och ingen gang annars.

Svar: Ekvationen '/ = k har tva lésningar om 1 < k < e!/€, en 16sning om

k= el/¢ eller 0 < k < 1, och inga 16sningar annars.
(Anm: Det gér forstas ocksa bra att direkt underséka funktionen g(z) = '/ istéllet
for att logaritmera.)



4. Lat x vara sidlangden for bottenkvadraten; da blir 1adans hojd %(L —x), sa

volymen &r
V(z) = $2*(L — ), 0<z<L.

Derivatan
V/(z) = 2(L — z) + 32*(~1) = o(L - 32)

ar positiv for 0 < z < 2L/3 och negativ for 2L/3 < x < L, s& V(2L/3) =
2L3/27 #r den maximala volymen.

. 273
Svar: 27L .

(Notera att svaret av dimensionsskil méste bli en konstant ganger L?; allt annat
vore orimligt.)

5. Vi beraknar forst
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Sedan undersoker vi denna funktion. Grénsvérden: f(a) —
a — 0o och
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Och frén derivatan
flay=T(=L 1) 2=V
2 \2av/a  a? 4a?

ser man att f ar strdngt vdxande pa intervallet 0 < a < 4 och stringt
avtagande pa intervallet @ > 4. Grafen y = f(a) far alltsa foljande utseende:
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Svar: Lokalt (och globalt) maximum f(4) = 7/8, vagrit asymptot y = 0 (da
a — 00), samt lodrat asymptot a = 0.



6. Se kurslitteraturen.

7. Losningen blir enklare ifall man kénner till Riemannsummor; da ser man att

1 2n k 1 2n

- L$:, k

ar en Riemannsumma for f(z) = x/v/x + 1 pa intervallet 0 < 2 < 2, och
alltsa konvergerar mot

/jf(x)dx/oz\/xxﬁdm

da n — oo.

)

Annars far man 6ver- och underskatta. Omskrivningen
T _z+1-1 —
Ve+l Vol v +1

visar att f ar strangt vixande (ty summa av tva striangt vixande funktioner).
Dérmed ser man i ldmpliga figurer att den givna summan, kalla den s, ir en

fz) =

Overtrappsumma, for f02 f(z) dz, och att samma summa med den sista termen
borttagen dr en undertrappsumma. Detta ger

Sn— 2f(2) < 3 < sy = 3 <sn<3+=f(2),

n

varpd instdngningsregeln visar att s,, — 4/3 dd n — oo.
Svar: 4/3.
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