Linkdpings universitet Kurskod: TATA41
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
Matematik och tillampad matematik

Tentamen i Envariabelanalys 1

2018-04-04 k1. 14.00-19.00

Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkédnd om den bedémts med
minst 2 podng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkinda uppgifter (n = 3,4, 5).
Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Skissa grafen for
3 1

Ange alla eventuella lodrita och vagriata asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. Undersok foljande gransvéarden:

2 -1 1
(a) lim vt =10 (b)  lim (z+Va?— 3z) (c) lim ( —+1In x)
sin

z—2 124 2r — 3 T——00 20+

3. Berdkna de primitiva funktionerna:

(a) / eln(l+2%)de  (b) / cos*2rdr (c) / \/ﬁd:ﬂ

o )
4. Berdkna /3 e i yP— dx (eller visa divergens).

5. (a) Definiera vad som menas med att f &r deriverbar i punkten a.
(b) Formulera analysens huvudsats.
d [° sint

(c) Berikna 7 P t.

3
6. For vilka z € R giller olikheten = — % <sinzx?

>3 1
7. Berdkna / orE dzx (eller visa divergens).
o (#241)2



Linkopings universitet Kurskod: 9GMA02
Matematiska institutionen Provkod: STN1
Matematik och tillampad matematik

Tentamen i Envariabelanalys 1

2018-04-04 k1. 14.00-19.00

Inga hjélpmedel. Losningarna skall vara fullstdndiga, vdalmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poiang. Uppgift riknas som godkdnd om den bedomts
med minst 2 podng. For betyg G krdvs minst 8 podng och minst 3 godkéinda uppgifter.
For betyg VG kriavs minst 14 poédng och minst 5 godkénda uppgifter. Svar finns efter
skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Skissa grafen for
3 1

Ange alla eventuella lodrita och vagriata asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. Undersok foljande gréansvirden:

a—2 124+ 2r — 3 T——00 20+

>+ 3z — 10 1
(a) limH—x (b)  lim (z+Va?— 3z) (¢) lim ( _ —|—lnaj>
sin
3. Berdkna de primitiva funktionerna:

(a) / eln(l+2%)de  (b) / cos*2cdr (c) / \/ﬁdz

< )
4. Berikna /3 e f_ yP— dx (eller visa divergens).

5. (a) Definiera vad som menas med att f dr deriverbar i punkten a.
(b) Formulera analysens huvudsats.
d [° sint

(c) Berikna 7 P t.

3
6. For vilka x € R giller olikheten x — % <sinzx?

> 3r+1
7. Berdkna / f——i_ dx (eller visa divergens).
o (2241)2



Losningsskisser for TATA41 2018-04-04

1. Funktionen f(z) =z + % — :%2 ar definierad for alla x # 0, och uppfyller
1 3 o
f(z) = e (27 +3z—-1) = —oc0 daz—0,
=T

sé linjen x = 0 ar en lodrit asymptot. (Obs. att eftersom exponenten 2 ar
jimn sa giller 1/2? — oo bade dd x — 07 och d& x — 07.)

Det ar uppenbart att f(z) < 0 for x < 0, sd att eventuella nollstillen maste
intréaffa for x > 0. Fran derivatan

3.2 2*-3r+2 (z—1)%(x+2)

!/ _ —
f(x)_l_ﬁ+ﬁ_ a3 a3

fas teckentabellen

x -2 0 1
(z—1)*| + + + 0 4+
z+2 | — 0 + + +

a® | - - 0 + +
fll@) |+ 0 - @& + 0+
f@) |7k N a7 e S

Man ser latt att f(z) — +oo dd x — +o0, eftersom termen z gor si medan de
andra tva termerna gar mot noll. (Detta medfor for 6vrigt att f(z) —z — 0,
dvs. linjen y = x &r en sned asymptot.)

Svar: Lokalt maximum f(—2) = —15/4. Linjen x = 0 &r en lodrit asymptot.
(Lokala minima saknas, liksom vagriata asymptoter.)



2. (a) Direkt insdttning ger 243010 _, 44610 _ 9=0ddz—2

r24+2x—3 44+4-3
(b) Med ¢t = —2 (som vi kan anta ar positivt, eftersom vi ska lita @ — —o0)
. Py 2 _ (243" res __ 3
fas z+va? — 3w = —t4+V1? + 3t = "= =[fort > 0] = T —
\/%_1 = % da t — oo, dvs. dd x — —oo.
(¢) Standardgrénsvérden ger
1 . N
+Inz= - - 4+zlnzr ) 200 dax—0".
sin r \sinzr, — —

Svar: (a) 0 (b) 3/2 (c) oo.

3. (a) Variabelbytet t = 1+ 22 (och ddrmed dt = 2z dx) ger [z In(1+2?)dx =
i [Intdt = L(tInt —t) + D = 1(1 + 2?)In(1 + %) — J2* + C (dar
C=D-3).

(b) Med t = 2z f&s [cos®2zdr = % [cos®tdt = 1 [(1 —sin?¢t)costdt =
L(sint — 1sin®t) + C' = Lsin2z — % sin® 2z + C.
(c) Efter kvadratkomplettering ser man att det dr lampligt att sitta ¢t = z—1:

B s T A e i -
f\/szz?dx_f\/l_ai_l)gdx—fmdt— V1 = t24arcsint+C =

arcsin(x — 1) — v/2x — 22 + C.

Svar: Se ovan.

4. Vi bestdmmer primitiv funktion med partialbraksuppdelning:

ST 1 —x+4
- dr = —— 4+ ———|d
/x3—x2+4x—4 v /<331+x2+4)x

1
=Injz—-1| - 3 In(z? 4 4) + 2arctan(z/2) + C.

Detta ger

w 4z 1 (1-1) w 1 3
/3 xs_x2+4x_4d$:§lnﬂ+2arctan§—1n2+§1n13—2arctan§

w

1 3
—>0+2~g—ln2+§ln13—2arctan§ da w — oo.

Svar: Integralen &r konvergent, med vérdet %ln 175’ + 2(% — arctan %)

(Detta kan dven skrivas som %ln % + 2arctan %, vilket inses genom att rita en
ratvinklig triangel med kateterna 2 och 3. Som rimlighetskontroll kan man notera
att svaret dr positivt, vilket det maste vara eftersom integranden % ar
positiv pd integrationsintervallet x > 3.)

5. (ab) Se kurslitteraturen.

(¢) Huvudsatsen och kedjeregeln ger

d [° sint it d [* sint dt sin(z?) 32 3z? sin(x3)
= —_ ) gp2 27 P )

da J,s 1+ 2 Cdr s 1442 1+ @32 T 1448



6. Sitt f(z) =sinz — (v — $2°), for 2 € R. Vi vill veta nér f(z) > 0. Derivering
ger f'(z) = cosz — 1+ 12% och f”(z) = —sinz + x. Olikheten sinz < z for
x > 0 ar kdnd fran grundkursen, och f6r x < 0 blir den omvénd eftersom bada
leden &r udda funktioner. Detta ger oss tecknet for f”(x) (och om man inte
kénde till ovanstdende olikhet s& hade man kunnat visa den med ytterligare
en derivering). Alltsa:

x 0
ffl@) | = 0+
(@) |\ rlr(fllfl S

Och eftersom f/(0) = 0 sa far vi fran detta dven foljande:

T 0
fl(@) | + 0 +
fl@) | /2 G S

Virdet i terrasspunkten ar f(0) = 0, s& detta visar att olikheten f(z) > 0
géller om och endast om x > 0.

Svar: z > 0.
7. Fran
d =z 1-@4+)-z-22 2-(®+1) 2 1
dra?+1 (22 4 1)2 (224 1)2 (224 1)2 2241
far vi
3r+1 3 2z dx 1 2 1 1 dx
——dr == | ——— + = — d - | —
/(x2+1)2 v 2/(x2+1)2+2/<(x2+1)2 x2+1> x+2/x2+1
3 1 1 =z 1
= + + = arctanx + C,

22241 22241 ' 2

och alltsa

* 3r+1 d . 1 x—3+ ; v 7T+3
————-dx = lim - |——— +arctanz| =-—+ =.
o (x2+41)2 wooo 2|22 41 4 2

Svar: (7 + 6)/4.
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