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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkédnd om den bedémts med
minst 2 podng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkinda uppgifter (n = 3,4, 5).
Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Skissa grafen for f(z) = (z° + 4)e””. Ange alla eventuella lodrita och vagrita
asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. Undersok foljande gréansvirden:
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3. Berdkna nedanstaende primitiva funktioner:

(a) / T+2+6 dr  (b) / o d (c) /cos Vv dz

T
x? 224+ 22 +6

4. Hur manga rella l6sningar har ekvationen 2Inz — arctan 3z — In(1 + 92%) = k for
olika virden pa parametern k € R?

5. Berédkna integralerna:

(a) /j‘xQ—él‘dx () /23@_13@_5) (c) /_Z%dﬁ

6. (a) Definiera vad som menas med att f &r kontinuerlig i punkten a.

(b) Satt f(z) = lim z", for alla = € R sadana att gransvéirdet existerar dndligt.
n—oo

Rita grafen y = f(z) och avgdr om f ar kontinuerlig.

7. Visa att funktionen f(z) = 162° + 202> + 152 + 1 (z € R) &r inverterbar, och
bestam (f1)'(1).



Losningsskisser for TATA41 2018-03-15

1. Funktionen f(z) = (2 +4)e™® r definierad fér alla z € R. Den har exakt ett
nollstille, niamligen = = —</4, dér den byter tecken fran negativ till positiv.
Derivatan ar

fl(x) =32%e 2+ (23 +4)(—e %) = —(2® - 327 4+4)e " = —(z+1)(z—2)%"7,

vilket ger teckentabellen
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Att f(z) — —oo dd & — —oo #r tdmligen uppenbart, eftersom 23 + 4 — —o0
och e~ — 00, och standardgrinsvirdet lim,_, ., x*/e® = 0 visar att f(z) =
23/e®+4/e® — 0+0 = 0da x — oo, si att linjen y = 0 iir en vigrit asymptot.
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Svar: Lokalt maximum f(—1) = 3e. Linjen y = 0 ar en vagrat asymptot (da
x — 00). (Lokala minima och lodréita asymptoter saknas.)

2. (a) =8 _ (2=2)(@’+22+4) _ 2’42244 _AtAHd g s 0 Lo
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(b) Med & = 1+t fas cos?%) T cos(Z+Z) T —sin(FE) T _;'T.sinf’%) -
—2.1-1=-2dat— 0 (dvs. z — 1), enligt standardgrénsvérden.
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Svar: (a) 3 (b) =2/ (c) 1+1In2.
3. (a)f%dx:f(l—l- +5)de =z +2Infz| - S+ C.
2 — r+1)+4
(b) f 12+€x+6 dr = f(l + %) de =z — f (xﬂ 2)15 dx
=z —In(2? + 22+ 6) — \/5 ”3+1—|—C

(c) Variabelbytet ¢ = \/z f6ljt av partiell integration ger [cos/zdx =
J2tcostdt =2tsint — [2sintdt = 2tsint + 2cost + C = 2y/zsin/z +
2cosv/z + C.

Svar: Se ovan.




4. Sétt f(z) = 2lnz — arctan 3z — In(1 + 922), fér = > 0. Derivatan

Fla)=2 - 3 18 C2(1+92%) —xz(3+18z)  2—3x
S 1+(32)2 14922 z(1+ 922) -~ 2(1 4 922)

ar positiv for 0 < z < 2/3 och negativ for « > 2/3, vilket ger ett maximum

f(2/3) =2In2 —arctan2 — In(5) = —In 22 — arctan 2.

=A

(Det spelar egentligen ingen roll fér svaret, men for grafritandets skull kan
man notera att A < 0.)

Gréansvérden: f(z) — —oo d& z — 01 (uppenbart) och

2
flx) = lnlfw — arctan 3z
=Iln—— —arctan3x — —1n9 — T da x — oo.
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(Eftersom f'(z) < 0 for z > 2/3 s ar B < A.)

Vi kan nu ldsa av antalet reella 16sningar till ekvationen f(x) = k fran grafen
y = f(x), som ser ut sahdr (om man ritar den skalenligt med hjilp av dator;
virdena ar A ~ —3,53, B ~ —3,77):
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Svar: Lat A = —In % —arctan2 och B = —1n9 — 5. Ekvationen saknar
16sning om k£ > A, har en 16sning om k = A eller k¥ < B, och har tva l6sningar
om B < k< A.



5.

6.

(a) fi |22 — 4| da = f31(4 — 2?)dx + f23(x2 —4)dr =9+ L =31
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b) [} oty = 1L (s — ) de = d[lmfe—5| —mlz—1]] =
1(n2-In2) - (In3-1Inl)) = —1In3.
(c¢) Integranden f(z) &r en udda funktion:

_arctan(—z)  —arctanw
C In24 (—2)2)  In(2+22)
Den ér kontinuerlig pa R, och ddrmed integrerbar pa varje begrdnsat in-

tervall. Integrationsintervallet [—2, 2] &r begrdnsat och ligger symmetriskt
kring origo. Integralen blir ddrmed noll.

f(==) = —f(x).

Svar: Se ovan.

Som rimlighetskontroll kan man notera att svaret i (a) maste bli positivt, eftersom

’xQ — 4| > 0 férutom i enstaka punkter, och att svaret i (b) méaste bli negativt,
1 °

Ty <0dd2<z <3

(a) Se laroboken.

(b) Funktionen f ar definierad for —1 < 2 < 1, och ges av

eftersom

f@) = Jim " =

0, -l<zxz<l1,
1, z=1.

(Ifall z < —1 sé saknar 2™ griansviarde d4 n — oo, och om x > 1 fas
2" = oo dd n — 00.)

Detta ar ej en kontinuerlig funktion; den &r ju diskontinuerlig i punkten 1,
eftersom gransvardet

lim f(z) = lim f(z)= lim 0=0

z—1 r—1— rz—1—

inte 6verensstammer med vérdet f(1) = 1.

7. Derivering av f(z) = 1625 + 202% + 152 + 1 ger f'(z) = 80z + 40z + 15

och f"(z) = 40(8z% + 1). Eftersom f”(z) < 0 for < —1/2 och f"(z) > 0
for x > —1/2 s& har f’ ett strngt minimum d& x = —1/2. Insdttning ger
f'(=1/2) = 0, och eftersom detta &r minimivirdet si géller f/(x) > 0 for
x # —1/2. Detta visar att f ar strangt vixande pd R (med en terrasspunkt
da x = —1/2), och ddrmed &r f inverterbar, vilket skulle visas.

(Alternativt kan man med gissning av rotter hitta faktoriseringen f/(z) =

5(2z + 1)2(42% — 4z + 3) och dérur se att f/'(x) > 0 for = # —1/2.)
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Formeln for inversens derivata, ”% =1/, ger
Yy T
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