Losningsskisser for TATA41 2018-01-13

1. Funktionen f(z) = exp(—2/4)/(z — 3) ér definierad fér z # 3, och uppfyller
uppenbart

f(x) = 400 da z — 3%, f(z) =0 da x— +oo,

s& linjen x = 3 &r en lodrédt asymptot och linjen y = 0 ar en vagrit asymptot.
Fran derivatan
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Svar: Lokalt minimum f(1) = —%e‘l/‘l. Lokalt maximum f(2) = —e™ 1.

Asymptoter: z = 3 lodrit, y = 0 vagrit (dd ¢ — +00).
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2. Partialbréksuppdelning ger
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och alltsa
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Svar: Integralen dr konvergent, med véardet %ln %.



3. (a) ghz=z’, _ —rle-2wdd) _ —wled2) |, 20G49) _ 4434 2.

8—6z+z2 —  (z—2)(z—4) r—4

2w+1n(w2em) 2x+ln(x2)+w . 3z+2Ilnzx 342lnz
b = = [for x > 0] = = 2
( ) z2+3z+7 ‘$|\/1+%+1L2 [ ] x\/l+%+mi2 \/1+%+wi2

\/% =3 dd © — oo (enligt standardgrénsvérdet 1“79” — 0).

tan x tan =
e -1 _1le —1tanz 2z 1.7.1.1 1432 . . B
(c) SnZr = 2 fans @ gz 2 1-1-1= 5 da x — 0, enligt standard
gransvérden.

Svar: (a)4 (b)3 (c) 3.

4. (a) Med t = \/x (s& att © = t? och dx = 2t dt) fis f02 eVidy = foﬁ et 2t dt =
2(t—1)et]y? =2(v2-1)e2 4 2.

(b) Det finns flera framkomliga viigar, exempelvis sihér: | Oﬂ/ % sinz cos 2z dx =

foﬂ/Q sinz (2cos?x — 1) dx = [~ % cos® z + cosx]g/2 =-3.
1
_ - t+5
(c) Variabelbytet t = x +1/2 (med dt = dx) ger [ s de = [ t2+2% dt =
tdt 14 dt _1 2,3y,2V3 2t 1 2
f t2+% dt+§§ W = §1n(t +Z)+§7 arctan %“FC = iln(x +
x+1)+ % arctan 29\”/%1 +C.

Svar: Se ovan.

5. Om burken har radien » > 0 och héjden h > 0 sa ar cylinderns area 2nrh,
medan botten och locket béda har arean 7r2. Den totala arcan ar alltsi
A = 271rh + 2712, och volymen édr V = mr2h. Ifall A #r given s& kan vi 16sa ut

A — 212

h=2"2T
o2mr

vilket ger volymen som funktion av r (och A):

A-2m? A
V(r)=mr? 727”7177“ = 77” — 73,
Definitionsméngden ar 0 < r < \/A/2m, dar den dvre gransen kommer fran
kravet att h > 0. Derivatan
A
V'(r) = = — 3nr?
2
har i detta intervall teckenvixlingen 7+ 0 —”, med nollstélle da ro = 1/ A/6m,

(gor teckentabell som vanligt). Alltsd &r V(1/A/67) det storsta véirdet for
V(r) pd det aktuella intervallet.

Nér r = rg = \/A/6m blir sammanlagda arean av botten och locket 27rg =
21 A/6m = A/3, sa de utgor tillsammans 1/3 av den totala arean. Aterstaende
2/3 utgors alltsd av cylindern.

Svar: 2/3.



6. Utrdkning av integralen ger

ca+1 _ ba+1

- -1
f(Oé): a+1 ) Oé7é )
Inc—1Inb, a=—1.

Funktionen &r uppenbart kontinuerlig i intervallen a < —1 och a > —1
eftersom den dér ges av ett uttryck bestdende av elementéra funktioner, sa det
enda som aterstar att undersoka ar om f dr kontinuerlig i punkten a = —1,
dvs. om f(—14h) — f(—1) dd h — 0. Och sa &r det ju:

Chfbh ehlncil ehlnbi
—14+h)= = Inc— Inb Inc—Inb, h 0.
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7. Integralen dr generaliserad bade i 0 (om « > 0) och oo, sa den dr konvergent
om och endast om de tva delintegralerna

1 .
cos 1—a)s
zcosz + (1 —a) nz

lim
e—0t [, T
och " ( )
. rcosx + (1 —a)sinzx
lim dzr
w—0 Jq re

ar konvergenta.
Integranden kan skrivas #1~%cosx + (1 — o)z~ *sinz, vilket #r av formen
f(@) g (z) + f'(z) g(z) med f(z) = 2'~* och g(z) = sinz. Den ér alltsd

derivatan av f(z) g(x) = 2!~ %sinx, si integralerna blir

sinl -0, 2—a>0,
. —a ! . . 9_q SiNE Tn “
lim |z sinz| = lim (sinl—¢ . ={sinl—-1, 2—a=0,

e—0+ e—0+
—00Q, 2—a<0
respektive
w
r.v. saknas, 1—a >0
lim |z %sinz| = lim (w!™® sinw—sinl) =14° . ’ -
w—roo | woee 0 —sinl, 1-a<0.

For att bada delintegralerna ska konvergera kravs alltsa att olikheterna
2—a >0o0ch1—a <0 bada giller, dvs. att 1 < a < 2. Integralens vérde blir
d& summan av de tva bidragen ovan, dvs. (sinl) + (—sinl) =0dd 1 < a < 2
och (sinl—1)+ (—sinl)=—-1da a=2.

Svar: Integralen &r konvergent om och endast om 1 < a < 2, med vérdet 0
for 1 < a < 2 och vardet —1 for a = 2.



