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1. Funktionen f(x) = exp(−x2/4)/(x− 3) är definierad för x 6= 3, och uppfyller
uppenbart

f(x)→ ±∞ d̊a x→ 3±, f(x)→ 0 d̊a x→ ±∞,

s̊a linjen x = 3 är en lodrät asymptot och linjen y = 0 är en v̊agrät asymptot.
Fr̊an derivatan

f ′(x) = − exp(−x2/4) (x− 1)(x− 2)
2(x− 3)2

f̊as teckentabellen

x 1 2 3

− exp(−x2/4) − − − −
x− 1 − 0 + + +
x− 2 − − 0 + +

2(x− 3)2 + + + 0 +

f ′(x) − 0 + 0 − ej
def. −

f(x) ↘ lok.
min. ↗ lok.

max. ↘ ej
def. ↘

x

y

1 2 3

1

Svar: Lokalt minimum f(1) = − 1
2e
−1/4. Lokalt maximum f(2) = −e−1.

Asymptoter: x = 3 lodrät, y = 0 v̊agrät (d̊a x→ ±∞).

2. Partialbr̊aksuppdelning ger∫ ω

3

dx

x3 − 3x2 + 2x =
∫ ω

3

(
1/2
x

+ −1
x− 1 + 1/2

x− 2

)
dx

=
[

1
2 ln x+ 1

2 ln(x− 2)− ln(x− 1)
]ω

3

= 1
2 ln ω(ω − 2)

(ω − 1)2 −
1
2 ln 3(3− 2)

(3− 1)2

och allts̊a∫ ∞
3

dx

x3 − 3x2 + 2x = lim
ω→∞

1
2 ln

1− 2
ω

(1− 1
ω )2 −

1
2 ln 3

4 = 1
2 ln 4

3 .

Svar: Integralen är konvergent, med värdet 1
2 ln 4

3 .



3. (a) 4x−x3

8−6x+x2 = −x(x−2)(x+2)
(x−2)(x−4) = −x(x+2)

x−4 → −2·(2+2)
2−4 = 4 d̊a x→ 2.

(b) 2x+ln(x2ex)√
x2+3x+7 = 2x+ln(x2)+x

|x|
√

1+ 3
x + 7

x2
= [för x > 0] = 3x+2 ln x

x
√

1+ 3
x + 7

x2
= 3+2 ln x

x√
1+ 3

x + 7
x2
→

3+0√
1+0+0 = 3 d̊a x→∞ (enligt standardgränsvärdet ln x

x → 0).

(c) etan x−1
sin 2x = 1

2
etan x−1

tan x
tan x
x

2x
sin 2x →

1
2 ·1 ·1 ·1 = 1

2 d̊a x→ 0, enligt standard-
gränsvärden.

Svar: (a) 4 (b) 3 (c) 1
2 .

4. (a) Med t =
√
x (s̊a att x = t2 och dx = 2t dt) f̊as

∫ 2
0 e
√
xdx =

∫√2
0 et 2t dt =

[2(t− 1) et]
√

2
0 = 2(

√
2− 1) e

√
2 + 2.

(b) Det finns flera framkomliga vägar, exempelvis s̊ahär:
∫ π/2

0 sin x cos 2x dx =∫ π/2
0 sin x (2 cos2 x− 1) dx = [− 2

3 cos3 x+ cosx]π/2
0 = − 1

3 .

(c) Variabelbytet t = x+ 1/2 (med dt = dx) ger
∫

x+1
x2+x+1 dx =

∫ t+ 1
2

t2+ 3
4
dt =∫

t dt

t2+ 3
4
dt+ 1

2
4
3
∫

dt
(2t/
√

3)2+1 = 1
2 ln(t2+ 3

4 )+ 2
3

√
3

2 arctan 2t√
3 +C = 1

2 ln(x2+

x+ 1) + 1√
3 arctan 2x+1√

3 + C.

Svar: Se ovan.

5. Om burken har radien r > 0 och höjden h > 0 s̊a är cylinderns area 2πrh,
medan botten och locket b̊ada har arean πr2. Den totala arean är allts̊a
A = 2πrh+ 2πr2, och volymen är V = πr2h. Ifall A är given s̊a kan vi lösa ut

h = A− 2πr2

2πr ,

vilket ger volymen som funktion av r (och A):

V (r) = πr2 A− 2πr2

2πr = Ar

2 − πr
3.

Definitionsmängden är 0 < r <
√
A/2π, där den övre gränsen kommer fr̊an

kravet att h > 0. Derivatan

V ′(r) = A

2 − 3πr2

har i detta intervall teckenväxlingen ”+ 0−”, med nollställe d̊a r0 =
√
A/6π,

(gör teckentabell som vanligt). Allts̊a är V (
√
A/6π) det största värdet för

V (r) p̊a det aktuella intervallet.
När r = r0 =

√
A/6π blir sammanlagda arean av botten och locket 2πr2

0 =
2πA/6π = A/3, s̊a de utgör tillsammans 1/3 av den totala arean. Återst̊aende
2/3 utgörs allts̊a av cylindern.
Svar: 2/3.



6. Uträkning av integralen ger

f(α) =


cα+1 − bα+1

α+ 1 , α 6= −1,

ln c− ln b, α = −1.

Funktionen är uppenbart kontinuerlig i intervallen α < −1 och α > −1
eftersom den där ges av ett uttryck best̊aende av elementära funktioner, s̊a det
enda som återst̊ar att undersöka är om f är kontinuerlig i punkten α = −1,
dvs. om f(−1 + h)→ f(−1) d̊a h→ 0. Och s̊a är det ju:

f(−1 +h) = ch − bh

h
= eh ln c − 1

h ln c︸ ︷︷ ︸
→1

ln c− eh ln b − 1
h ln b︸ ︷︷ ︸
→1

ln b→ ln c− ln b, h→ 0.

7. Integralen är generaliserad b̊ade i 0 (om α > 0) och ∞, s̊a den är konvergent
om och endast om de tv̊a delintegralerna

lim
ε→0+

∫ 1

ε

x cosx+ (1− α) sin x
xα

dx

och
lim
ω→∞

∫ ω

1

x cosx+ (1− α) sin x
xα

dx

är konvergenta.
Integranden kan skrivas x1−α cosx + (1 − α)x−α sin x, vilket är av formen
f(x) g′(x) + f ′(x) g(x) med f(x) = x1−α och g(x) = sin x. Den är allts̊a
derivatan av f(x) g(x) = x1−α sin x, s̊a integralerna blir

lim
ε→0+

[
x1−α sin x

]1

ε

= lim
ε→0+

(
sin 1− ε2−α sin ε

ε

)
=


sin 1− 0, 2− α > 0,
sin 1− 1, 2− α = 0,
−∞, 2− α < 0

respektive

lim
ω→∞

[
x1−α sin x

]ω
1

= lim
ω→∞

(
ω1−α sinω−sin 1

)
=
{

gr.v. saknas, 1− α ≥ 0,
0− sin 1, 1− α < 0.

För att b̊ada delintegralerna ska konvergera krävs allts̊a att olikheterna
2−α ≥ 0 och 1−α < 0 b̊ada gäller, dvs. att 1 < α ≤ 2. Integralens värde blir
d̊a summan av de tv̊a bidragen ovan, dvs. (sin 1) + (− sin 1) = 0 d̊a 1 < α < 2
och (sin 1− 1) + (− sin 1) = −1 d̊a α = 2.
Svar: Integralen är konvergent om och endast om 1 < α ≤ 2, med värdet 0
för 1 < α < 2 och värdet −1 för α = 2.


