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Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poing. Uppgift riknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poing. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkinda uppgifter (n = 3,4, 5).
Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Beridkna nedanstaende obestdmda integraler.

Obs! Sjdlva integralutrakningen ska inte redovisas denna gang, men istéllet ska
en kontrollderivering goras! Du ska alltsa ange den primitiva funktion F(x)
som du (pa kladdpapper) kommit fram till, samt redovisa en utrdkning av dess
derivata F'(z) som visar att F’(z) verkligen ér lika med den funktion f(z) som du
har integrerat.

(a) /3x_1dr @){/m@9+ndx (c) /eﬁdx
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2. Lat f(z) = $2° — 22% + 5z — 2In|x| for z # 0. Rita grafen y = f(z) och ange alla
eventuella lodrata och vagrita asymptoter samt lokala extrempunkter.

3. Undersok foljande gransvérden:

2_4 : 1 2x 3x
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=133 — 322 +3x — 1 =1 eT —e T——00 T

1
4. For vilka x € R giller olikheten Inz > /r — T?
x

5. Sant eller falskt? Motivera genom att ge bevis eller motexempel.

(a) Om f &r kontinuerlig pa R sa maste f vara deriverbar pa R.
(b) Om f &r deriverbar pa R sa maste f vara kontinuerlig pa R.

(c) Om f édr deriverbar pa R sa maste derivatan f’ ocksa vara deriverbar pa R.
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6. Man kan visa att / e dy = /7 /2. Givet detta resultat, beriikna / 2 e dx.
0 0

7. For a € R, lat m(a) och M(a) beteckna det minsta resp. det storsta vérdet av
f(z) = (x —a) e”® pa intervallet [0, 3]. Rita graferna for funktionerna m och M,
dvs. kurvorna y = m(a) och y = M(a) i ett (a,y)-koordinatsystem.
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1. (a) F(z) = [3%2ds = 3arctanz + $In(1 + 22) — In|z| + C, eftersom
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(b) F(z) = [In(2? + 1)dz = zIn(2? + 1) — 22 + 2arctanz + C, eftersom
2 2
F'(z) = 1~ln(m2+1)+m-%—2+1+% = ln(xQ—&—l)—l—W =
In(z? + 1).

(c) F(z) = [eV®dr =2(y/z — 1)eV® + C, eftersom F’(m)=2-ﬁ-eﬁ+
Eﬁ eﬁ x
2AVE—1)- £ = S (14 (Vi 1) = V.

Svar: Se ovan.

2. Derivering av f(z) = $2° — 222 + 5z — 2In || ger

2 2% — 42?45z — 2 —1)2(z—2
Fla)=a® —do4p— o= L 2 HOT _ -2
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x x
och diarmed foéljande teckentabell:
T 0 1 2
x - 0 + + +
(x—1)*| + + 0 4+ +
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Det enda icketriviala gransvérdet (av typ "oo—o0” innan man gjort nedanstaende
omskrivning) ar

f(x):x3<1—2 5 2lnjz|

s 22 3 >—>oo da z — oo,

eftersom 23 — oo och parentesen gir mot det positiva virdet % —0+0-0

enligt standardgransviardet lim l;‘—kz = 0. Ovriga relevanta gransvérden &r
T—00

uppenbara: f(z) - —oo dd © — —o0, och f(x) — oo da x — 0.

Y

Svar: Lokalt minimum f(2) = 4 — 2In2. Lokala maxima saknas. (Terrass-

punkt f(1) = %) Linjen z = 0 4r en lodrit asymptot till grafen y = f(z).
Vagrata asymptoter saknas.



5.

(a) a?—dat3  _ (e—=1)(z=3) _ (x—3)- (m% — —o00 dd z — 1, eftersom

x3—3x24+3x—1 (z—1)3 )2
x—3— —2<0och ﬁ — 00 (eftersom némnaren (z — 1)? &r positiv
for alla = # 1, och gar mot noll).

(b) Medz = 1+ fis 82 = S3ET = Zangh = —poinrt by o 51

dd t — 0, dvs. da x — 1, enligt ett par standardgriansvéarden.

In(e?*4€37) _ In(e?* (14-€®)) _ In e2* +In(1+€”) _ 1. x .
(c) - - - 24+ -In(1+e*) -2+0
In(14+0)=2da z — —oc.
Svar: (a) —oo (b)) —w/e (c) 2

. Olikheten kan skrivas f(z) > 0, dir f(z) =lnz—/z+ ﬁ Denna funktion f

ar definierad for x > 0 och har derivatan

11 1 2yr—2—1 —(Jr—1)?

v 2yx 2xyxr 22y 2axyx

Alltsa &r f'(x) < 0 for alla z > 0, férutom att f'(z) = 0 d& z = 1. Detta

medfor att f ar stringt avtagande pa ]0, co[, med en terrasspunkt f(1) = 0.
S& f(z) >0 < 0<ax <1

Svar: 0 < x < 1.

@) =

(a) Falskt. T.ex. dr f(x) = |z| kontinuerlig pa4 R men ej deriverbar pa R
(eftersom f(0) inte existerar).

(b) Sant. Deriverbarhet i varje punkt a € R medfor kontinuitet i varje punkt
a € R. Beviset star i kursboken (Forsling & Neymark), Sats 4.1.

(c) Falskt. Betrakta t.ex.

z2, x>0,

f(@) =z lz] =40, x =0,

—2%, 2 <0,

som har derivatan

2z, x>0,
Nz) = ¢ lim MA=0 — o, 2 =0
f(z) noo B ) )
—2x, x <0,

dvs. f'(z) = 2|x|. Funktionen f &r alltsd deriverbar for varje z € R
(inklusive z = 0), men derivatan f’ &r (enligt (a)) inte deriverbar pa R.
(Anm.: f’ behdver inte ens vara kontinuerlig, men sddana exempel dr svarare
att komma pa. T.ex. kan man ta f(z) = 22 sin(1/2) fér 2 # 0 och £(0) =0, s&
existerar f'(z) for alla z € R, speciellt f'(0) = 0, men f'(z) saknar grinsvirde
d& z — 0, och f’ blir ddrmed diskontinuerlig i 0.)



6. Partiell integration ger
/ 2e ™ dy = / (—x/2) - (—22) e dx
0 0
= {(—x/Q) e"”z} —/ (—-1/2) e d
0 0

w 1 « 2
=——7+ = T dx.
2@‘*’2+2/06 *

Lat nu w — oo:

1 > 2 1 ™
=0+ = e Vdr=---"—,
* 2 /0 2 2
déir vi har anvint att e gar mot odndligheten mycket fortare &n w. (Sahér,
2
om man vill vara noggrann: e% = % . 6“’7 — 0-0 dd w — oo, enligt standard-

gransvirdet lim £ =0.)
t—o0 €

Svar: /7 /4.

7. Vi sdker maximum och minimum av f(z) = (z — a) e~ pa intervallet [0, 3].
Andpunktsvérdena

f0)=—-a,  fB)=(B-a)e?
dr kandidater. Extremvéarden kan ocksa antas i inre punkter dar derivatan ar
noll:
fl@)=1-24+a)e =0 < z=a+l
Forutsatt att a + 1 € 10, 3], dvs. a € ]—1, 2[, &r alltsd dven vérdet
flat1)=e "

en kandidat till storsta/minsta virde. Storleksjdmforelse av de tre kan-
didatvérdena for olika a gors enklast grafiskt; rita linjerna y = —a och
y=(3—a)e® (for a € R) och kurvan y = e~ %! (for —1 < a < 2) i samma
diagram:




[Den roda kurvan y = e~ ! ligger verkligen ovanfor bada linjerna, si som figuren
antyder. Ett argument for detta &r att f'(x) har teckenvéxlingen +0—, sd f(a + 1)
ar alltid ett globalt maximum, och detta virde maste darfor vara storre dn f(0) och
f(3) dd 0 < a+1 < 3. Ett annat argument ar att kurvan dr konvex (andraderivatan
d*y/da® ar positiv), och tangerar linjerna i @ = —1 resp. a = 2 (enligt en enkel
utrikning), och en konvex kurva ligger alltid ovanfor sina tangentlinjer.]

De sokta kurvorna y = m(a) och y = M (a) fas genom att ta punktvis minimum
resp. maximum av de tre kurvorna ovan:

Y
y=M(a)
11
! \
-1 2 a
y =m(a)
I formler:
-3
(B—a)e™3, a< pEaEE —a, a<—1,
m(a) = 5 M@)={el,  “1<a<y,
—a, PEE TN (3—a)e™3, 2<a.
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