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ln(2a: 1) ln(l+2t) T In(1+2t) 2 o

1- 0~2Hs 3, enligt ett standardgransvarde

(b) z—In(z+3e”) = x—In(e” (5 +3)) = —In(5F+3) - —In(0+3) = —In3
da x — oo, enligt ett standardgransvérde.

. 20 174) g2
(c) Med t = —z fas @ + Va2 — 1Tz = V2 +1Tt -t = (\t/%il?wtt -

[for t > 0] = ——L—— — 1T di t — oo, dvs. d& © — —oo0.
1+17¢—1+1 2 ’

Svar: (a) 2/3 (b) —In3 (c) 17/2

2. (a) [zarctanzdr = ””—22 arctan x— [ f+i22 dr = 7 arctan z— % f( —1z) do =
% arctanz — 1 (z — arctanz) + C = (2 4+ 1) arctanz — 2z + C.

(b) Variabelbytet t = Vo +3, x = t2 — 3, dov = 2tdt ger f "”2 dr =

JE=DE2 o0 g — o [(12 — 1)dt = 2(2° — ) + C = g(t2—3)t+0 =
2oz T3+C.

(c) Enklast &r [sin2zcos®zdr = [2sinzcos'wdr = —2 cos®x + C. Ett
jobbigare alternativ ar produkt-till- summa omskrivning (t.ex. med hjalp
av Eulers formler) vilket ger [ sin 2:1c cos® v dx = 3 L [(sin5z + 3sin 3z +

2sinz) dz = — 45 cos 5z — § cos 3z — § cosx + C (vilket ar samma sak).

Svar: Se ovan.

3. (a) Ow 1_%;2 dr = [In(1+2?)]¥ = In(1+w?) — 0o dd w — o0, sd fo 1122 dx

ar divergent.
Inzdr =|[xInz—=z|; I'= _1—¢clne+e— —1—-0+0dd e — 0T, enligt
b) [ g

standardgransvardet h%l+ 2Flnz =0 for k> 0, sa fo Inzdr =—-1.
T—

(o) Jo {555

—m/4 och 7/4, och saknar darfor gransvirde da w — oo, s fooo
ar divergent.

Svar: (a) Divergent (b) —1  (c) Divergent

= [arctan(sin z)]§ = arctan(sin w) oscillerar periodiskt mellan

cosz dx
1+sin2 z

4. Ekvationen har formen f(z) = k, dir funktionen f(z) = (z + 6)e!/® &r
definierad for alla x # 0 och har derivatan

_pl/z 19 —3 1/x
f/(l‘) _ 1~81/m+(l‘+6) . 22 _ (33 )(Z‘ )6 7

22
vilket ger nedanstaende teckentabell:
x -2 0 3
exp(l/z)/2% | + + o+ +
T+ 2 - 0 + + +
z—3 - - -0 +
flo) |+ 0 - @& - 0 +
@) |7 N N kS

Det lokala maximivirdet A = f(—2) = 4e~'/2 ar uppenbart mindre #n det
lokala minimivirdet B = f(3) = 9¢'/3. For att kunna rita grafen behover vi
ocksa foljande gransvérden:

f(z) = oo dd x — Fo0,

f(z) 200 dax—0F,

f(z) =0 daz—0".



(Det &r ockséa anvéindbart att notera att f:s tecken avgors av faktorn x + 6,
och speciellt att # = —6 ar funktionens enda nollstille.)

Antalet reella l6sningar till ekvationen f(z) = k avlidses genom att rikna hur
manga punkter kurvan y = f(z) och linjen y = k har gemensamt. (Figuren
illustrerar att det t.ex. blir tva stycken ifall £ > B, och en ifall £ <0.)
f(z) = o0
y =k (for k > B)

B:961/3 \_/

S i Sy k (for k< 0)
y ==k (for k£ <

Svar: Lat A = 4e~/2 och B = 9¢'/3. Ekvationen (z + 6) ¢!/ = k har tva
l6sningar om 0 < k < A eller £ > B, den har en 16sning om k < 0 eller k = A
eller kK = B, och den saknar 16sning om A < k < B.

(Anm.: Det ar underforstatt att resonemanget bygger pa satsen om mellanliggande
vérde, som ju garanterar att den kontinuerliga funktionen f(z) verkligen antar de
virden som indikeras av grafen.)

. Med beteckningar enligt nedanstdende figur stker vi maximum av arean

A(p) = (L + Lsinp)Lcosp = L* (cos p + 3 sin 2¢)

f(e)

da vinkeln ¢ kan antas ligga i intervallet 0 < ¢ < 7/2; det &r ju uppenbart
att varje vinkel i intervallet —7/6 < ¢ < 0 ger ett parallelltrapets med mindre
area an for motsvarande positiva vinkel.

(Alternativt, kalla strackan Lsin ¢ for z, sd att L cos ¢ blir /L2 — x2, och maximera
Al)=(z+ L)VL? —z2for 0 <z < L.)

Lsing

Funktionen f(¢) = cosy + %sin 2¢ antar sina extremvérden i intervallet
[0,7/2] antingen i d&ndpunkterna (dvs. f(0) = 1 resp. f(n/2) = 0) eller dir



derivatan
f'(p) = —sing +cos2p = —sing + 1 — 2sin® p = —(2sinp — 1)(sinp + 1)
ar noll, vilket i det aktuella intervallet bara intraffar nér ¢ = 7/6. Vérdet dér,

T _ V3 V3 _3V3

1

2 2 4’

ar storre an dndpunktsvardena, och dr darmed funktionens storsta vérde i
intervallet [0,7/2] (och d& &ven i intervallet [0, /2] saklart).

Svar: Den storsta majliga arean dr 3v/3 L2 /4.

for x > 0. Detta ar en avtagande och positiv funktion, sa

1
. Lat =
it fla) = ——
(rita figur!)

n 1 n
2 myr s 2 W
k=1 k=1

T

_i+/" 17 V.

_2 1 T $2+1
:%+[lnx—%ln(m2+1)}l
=1+lnn—3m®m*+1)— (In1-31mn2)

=1(1+mn2+1In(n?) — In(n*+1))

< 0, ty In ar str. véx.

< 3(1+1n2),

vilket skulle visas.

.Séittf(:z:):lnijL =In(l+z)—In(1—=z) for 0 <z <1;daéar
L1 12 )
f(x)71+m+1—x71—x2>2 for 0 <z < 1. (%)

Lat nu 0 < a < b < 1; da géller

(I—-a)(1+0b) 1+9b 1+a ,
N =g~ e = 1)~ f@) = 1) ()

for nagot tal £ € |a, b, enligt medelviirdessatsen for derivator. Enligt (x) ar

f(§) > 2,54

vilket skulle visas.



