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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poédng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n = 3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Lat f(z) = barctan 2z + 4 arctan(1/z) for > 0. Rita grafen y = f(x) och ange
alla eventuella lodrita och vagriata asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. Harled derivatan av nedanstaende funktioner, direkt ur definitionen av derivata.
(Standardgrénsvérden far naturligtvis anvindas.)

(a) f(z)=2" (b) flz)=Inz, 2>0 (o) f(z)=

3. Berakna /
0

4. Berékna foljande integraler:

T o (eller visa divergens).

(a) /_ medag (b) /0 1 = 2)5 dr (o) /0 " cos?(2)3) du

@+ 1)

5. Orienteraren Linnea star pa en skogsstig som gar fran
soder till norr. Hon vill komma till en punkt som ligger 4
km norr och 3 km 6ster om henne. Hon springer dubbelt sa dkm | 7
snabbt pa stigen som i skogen. Hur langt ska hon springa
pa stigen innan hon viker av in i skogen, for att komma
fram sa fort som maojligt? | 3 km

(Motivera tydligt varfor det verkligen blir snabbaste vigen.)
5
6. Berdkna / |f'(2)] dz, ddr f(z) = (2* — 32+ 1)e ™.
-1

7. Antag att funktionen f &r deriverbar pa R och att lirf f(xr) = 17. Visa att
T—>T00
(&) =0 for nagot € € R.
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1. Funktionen f(x) = 5arctan 2z + 4arctan(1/z), med den foreskrivna defini-
tionsméngden Dy = {z € R : & > 0}, har derivatan

oy 5-2 4-(-1/2*) 10 4
PO = Y T3 aee 1142 241

1022 +10 — (4 +162%)  6(1 —2)(1+ )

= = 5 > 0.
1+ 22)(1 + 422) 1 +a22)(1+422)
Detta ger foljande teckentabell:
T 0 1
1—x | + 0 -
1+ (z < 0 ej relevant) | + +
(1+ 22)(1 + 422) |+ +
f'(z) d?f. deéif. + 0 -
f(z) ac a7k N\
Grénsvardena
. T . 0 o
wll)r(r)l+f(m)—5~0+4-§—27r, zlgr;of(a:)—5~§+4-0—?

innebér att linjen y = 57/2 dr en vagréat asymptot till grafen y = f(x); lodrita
asymptoter saknas.

Y

Sarctan2 + m 4

5m/2 A

21 <

Svar: Lokalt maximum f(1) = 5arctan 2 + 7. Vagriat asymptot y = 57 /2.

Anm. f(1) ar t.o.m. globalt maximum. Funktionen sak- Y

nar ddremot minsta vérde. f

Anm. Uttrycket for f(z) & meningsfullt dven for x < 0,
sa man kan stélla samma fraga med definitionsméngden
x # 0 istéllet for > 0. I sa fall skulle grafen se ut som
till hoger (en udda funktion, med olika gransvirden fran

héger och vénster i origo). —




2. Derivatans definition &r f'(z) = lim M

h—0 h
h4_ 4
(a) W:4x3+6x2h+4xh2+h3—>4x3+0+0+0déh—>0.
In(z+h) —Inz Wk In(1+2) 1 1
b -t ) 2 1. 2 dih 0.
(b) h h h/x z g7

(©) Ve+h-1/Vz  Ve—Ve+h x— (z+h)
R WaVaEh Ve )

-1
= — da h — 0.
Vrvx + h(\/x+Vz+h) \/E\/E(\/EJF\/E) za;f
3. Det gér bra att t.ex. sdtta ¢ = €”, men det blir &nnu smidigare sahér:

“ dx Y e %dx w

= [ e *@’1}:4 94 1)+ In(e” + 1

/0 e /0 ] [ n(e +)0 n(e ™ +1)+In(e” +1)

—In(0+1)+mn2=1n2, da w — oo.

o0
Svar: / du =1In2.
0 1 + e’

4. (a) f x\/1+4x2dm—[12(1+4x )3/2] 2:%(1—17\F)
(b) fo = 2)(z2+1 fo (ac 2 %) dr = [hl\x—?I - Eln(xz +1) -
Qarctanx]l—(1111—11112—2-5)—(1 2—3In1-2-0)=-3In2-1Z.

fo cos?(z/3) dx = fQWde—[% + 3 sin 23;/3)} W—?’S—‘/g.

Svar. Se ovan.
5. Beteckningar enligt figuren, déar vi antar 0 < z < 4. Mal
(Det &ar uppenbart att enbart detta intervall ar av - km
intresse, for man tjdnar ju inget pa att springa en
omvig.!) Vilj tidsenhet si att hastigheten i skogen
blir 1 km per tidsenhet; da blir 16ptiden

4 —x km
Start
4 —x —
fl@) = ——+ Va2 +9 © 3km
tidsenheter, vilket vi vill minimera. Vi har
1 x x? 1
)= —t——==0 <= ———=-o0chz>0 <= z=+3.
(@) V22 +9 24+9 4 -
Extremvérdena pa intervallet [0, 4] kan bara antas i &ndpunkterna eller dér
derivatan dr noll, sa det récker att jamfora funktionens virden i dessa punkter:

F0)=2+v9=5 f(4)=0+25=05,

4- 3V3 3v4
F(V3) = f+\/3+9_2+7\[, Vilketérmindrean2+7\[:5.

Det minsta av dessa tre varden &ar alltsa f (\/3)7 dvs. z =+/3 ger minimum.

Svar: Linnea ska springa 4 — v/3 km lidngs stigen.

10m Linnea springer mer &n 4 km norrut lings stigen s& blir bade stig- och skogsstriackan
langre &n om hon hade svingt av efter 4 km, och om hon springer séderut i borjan sa blir bada
striackorna ldngre &n om hon direkt hade sprungit raka vigen genom skogen.



6. For att kunna hantera |f’(x)| behover vi veta i vilka intervall som f/(z) ar
positiv respektive negativ. Derivera f(x) = (2% — 3x + 1)e~*, faktorisera och
gor teckentabell som vanligt:

fl(x)=2r—=3)e "+ (2> =3z + 1)(—e *) = —(z — 1)(x — 4)e™*

T 1 4
z—1|—- 0 + +
r—4 | — - 0 +
fl@) |- 0 + 0 -

Detta visar hur integralen ska delas upp, och att rdkna ut delintegralerna blir
sedan en enkel match eftersom f(z) siklart 4r en primitiv funktion till f’(x):

/51|f’(x)| dx=/11|f’(a:)| dx+/14f’(a:) dx+/45|f’(g;)| de

1 4 5
:_[1f (x)dz+/1 f(a:)dsc—[1 fi(z)dx
=-[f@]L, + @)} - F@];
= f(=1) = 2f(1) +2f(4) — f(5).
Svar: 5e +2e7! + 10e=* — 11e75.

7. For att komma till ett lage dar vi kan aberopa Rolles sats kan vi "trycka ihop”
funktionen f: R — R till en funktion g: [-7, 7] — R som é&r definierad pa
ett begransat intervall istéllet for pa hela R.

Sahar: sétt
o) = fltanz), -5 <z <73,
17, r==x7.

Da blir g kontinuerlig &nda ut i i intervallets &ndpunkter, eftersom

li = 1l t =1l t) = [enl. féruts.] =17 = 2),
i gle) = _lim  f(tanz) = lim f(t)=[enl. foruts] 9(m/2)
och analogt for intervallets vinstra dndpunkt —m /2. Vidare ar g deriverbar i
intervallets inre; kedjeregeln ger

g'(x) = f'(tanz) - ot

Och for det tredje har g samma vérde i bdda dndpunkterna: g(+m/2) = 17.
Darmed uppfyller funktionen g alla forutsattningarna for Rolles sats, som

séger att det finns (minst) ett tal § € ]—7F, 5[ sadant att

0=g'(&) = f(tan&) - ﬁ, dvs.  f'(tan&y) = 0.

#0

Genom att sitta & = tan &y erhaller vi darmed ett tal £ € R som uppfyller
/(&) =0, som Onskat.



Alternativ 16sning

Man kan ocksa fora ett resonemang som liknar det i beviset for Rolles sats,
men man maste da vara noga med att tydligt forankra alla sina pastdenden i
andra satser och definitioner fran kursen.

Om f ar den konstanta funktionen f(x) = 17 sd ar f/(£) =0 for alla £ € R,
och da ar vi klara direkt.

I annat fall finns det ndgot tal xp sddant att f(xg) # 17. Antag forst att
f(il,'()) > 17.

Enligt forutsittning 4r lim f(x) = 17. Per definition betyder detta att det
Tr—r—00
for varje € > 0 finns ett w; € R sadant att

17T—e< flx) <17+4¢ for alla & < wy.

Héar ar vi egentligen bara intresserade av den hogra olikheten f(x) < 17 +e.
Om vi sétter € = f(zg) — 17 > 0 sa far vi ju ur den olikheten att foljande &r
sant, for nagot w; € R:

f(z) < f(xo) for alla z < wy. (1)

Notera att eftersom 2 = xy uppenbart inte uppfyller olikheten i (1) s& kan
inte o < wy vara sant; alltsa ar wy; < zg.

P4 samma sitt innebar lim f(z) = 17 att det finns ett wo € R sddant att
Tr—r 00

f(z) < f(xo) for alla © > wo, (2)
vilket speciellt medfor att zg < wy. Sammantaget har vi ddrmed
w1 <z < wa. (3)

Lat nu a och b vara tva tal sidana att a < wy < wg < b; enligt (3) maste da
xo ligga strikt mellan a och b, och enligt (1) resp. (2) maste bade f(a) och
f(b) vara strikt mindre &n f(zo).

Y
flzo) T @ cmmeeeeeo-
| ! [ ]
° I 17+ :
I I
a wi o ws w

Nu kan vi tillampa satsen om storsta och minsta varde: f:s restriktion till
intervallet [a, b] 4r en kontinuerlig funktion (eftersom f enligt forutsittning ar
deriverbar, och dirmed kontinuerlig, pa hela R), och har darmed ett storsta
vérde. Vi vet dessutom att inget av d&ndpunktsvirdena f(a) och f(b) kan
vara storst, eftersom det finns en punkt xg € Ja, b[ dér virdet f(zo) ar storre.
Alltsd antar f sitt maximum pa [a,b] i en inre punkt &, dvs. en punkt sadan
att a < £ < b. Och vi har ju en annan sats som siger att derivatan i en sadan
punkt maste vara noll (om den existerar, vilket den gor i alla punkter enligt
forutsdttning). Alltsa f/(£) = 0, som onskat.



(Nér vi ska aberopa satsen om storsta och minsta virde maste vi specificera
vilket intervall [a,b] vi anvdnder, och hela syftet med ovanstdende resonemang
var att hitta ett intervall dér vi dr garanterade att storsta vardet inte antas i
en dndpunkt. For om t.ex. f(a) vore det storsta vardet pa [a,b] s& skulle det
inte ga att dra slutsatsen att f'(a) =0.)

[Alternativt, ta ett tal C' strikt mellan max (f(a), f(b)) och f(zo) och &beropa
satsen om mellanliggande virde (tva ganger) for att f& punkter A och B
sddana att a < A < g < B < boch f(4) = f(B) = C, och anvéind sedan
Rolles sats pa intervallet [A, B].]

Fallet f(z¢) < 17 behandlas pa motsvarande sétt.

Argument som inte fungerar
Det kan ocksa vara ldarorikt att titta pa nagra andra argument som inte riktigt haller.

En idé ar att tillimpa medelvirdessatsen pa ett godtyckligt intervall [a, b], sdhar:
”0Om a < b finns det ett £ mellan a och b sadant att

pio = 01,

Om man later a — —oo och b — oo s& kommer hogerledet att gd mot noll:

1
b—a

() = f(a)) = 0- (17— 17) = 0.

Detta ger i vinsterledet att dven f/'(£) — 0, sd det finns ett & med f'(&) =07

Ett problem med detta ar att vi inte har definierat i kursen vad det egentligen innebéar
att samtidigt lata tva variabler gd mot nagonting, men det finns dven allvarligare
brister. Talet £ beror pa a och b, men man har ingen kontroll éver hur £ det beror
pa a och b, sd hur vet man att & konvergerar mot nagot tal & nir a — —oo och

b — 00? Och #dven om man skulle veta det, hur vet man att f'(&o) < 5lirJél ¢ =0?
—&0

(Det finns inte ndgon forutsittning i uppgiften om att derivatan f' maste vara
en kontinuerlig funktion.) Och vérst av allt: argumentet beror inte pa att de tva
griansvirdena i +oo ar lika! Allting skulle bli precis likadant om forutsattningen
vore att f(z) - Add x — —oc0 och f(zx) — B dd x — oo, for &ven om A # B s
far man ju 0- (B — A) = 0. Och da ar det ju uppenbart inte sant att derivatan
maste vara noll nagonstans; ta t.ex. f(z) = arctanz som motexempel. [Man kan
forsvaga forutsdttningarna ytterligare, och bara anta att f &r begrinsad pa R. Vad
ovanstaende argument da visar, om man stramar upp det lite, ar att det for varje
¢ > 0 finns ndgon punkt £ dér |f'(¢)] < &.]

En annan idé ér féljande motségelsebevis: ”Antag att f’ aldrig &r noll. Om f’ vore
positiv 6verallt sa skulle f vara strangt viaxande, men sé kan det inte vara ifall
f(z) = 17 d& © — 400 (om man ténker efter lite). Likas& om f’ vore negativ éverallt.
Alltsd maste f’ anta bide positiva och negativa virden. Nigonstans diremellan, dir
f ’byter lutning’, mdste (vil?) f’ vara noll, vilket motséiger antagandet att f’ aldrig
var noll.”

Det enda problemet med detta argument ligger i den sista meningen. Som vi
nidmnde ovan behdver f’ inte vara kontinuerlig, s man kan inte tillimpa satsen om
mellanliggande vérde for att rigorést motivera att det verkligen finns ett £ € R dér
f'(&) = 0. Det finns dock en annan sats, Darboux’ sats, som séger att en derivata
f’ som éar definierad i alla punkter i ett intervall alltid maste anta mellanliggande
vérden. S& det sista pastdendet — 7f’'(a) > 0 och f'(b) < 0 medfér f/'(§) = 0 for
nagot £ mellan a och b” — ar faktiskt sant, men for att rattfardiga det maste man
hénvisa till en icketrivial sats som inte har tagits upp i kursen. (Eller bevisa den
satsen ”fran scratch” med hjilp av de satser vi har gatt igenom.)



	TATA41 - 2017-03-17 (Enbart frågor)
	TATA41 - 2017-03-17 (Lösningsförslag)

