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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift ridknas som godkdnd om den beddémts
med minst 2 podng. For betyg n riacker 4(n — 1) poédng och n godkénda uppgifter
(n=3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1
1. Skissa grafen for f(z) = ( — 2) e~ *. Ange alla eventuella lodrata och vagrata
x

asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. Beridkna foljande bestdmda respektive obestdmda integraler:

w/2 1
(a) / cos x sin 2x dx (b) / 27 da (c) / arcsin 2z dz.
0 -1
3. Linus och Linnea ska konstruera en nyarsrektangel som omfattar 1 areaenhet.
Kanterna ska klds med tva sorters girlanger. Ett par av motstaende sidor pyntas
med budgetvarianten som véger 1 gram per ldngdenhet. Det andra paret draperas
i lyxgirlanger om 2 gram per ldngdenhet. Vad viger girlangerna pa Linus och
Linneas rektangel som minst?

4. (a) Definiera vad som menas med att funktionen f &r kontinuerlig i punkten a.
(b) Finn konstanter A och B sa att foljande funktion &r kontinuerlig pa hela R:
xsin Az

er* — 1
f(z) = B om x = 0,

arctan (x21/’”) om x > 0.

om z < 0,

> 8
5. Berékna den generaliserade integralen / dx (eller visa att den
1 w3 —a22+3x+5
divergerar).
6. Visa med definitionen av grinsvirde att lim(z® — 6x) = —9.

z—3

7. Antag att funktionerna f och g &r kontinuerliga i en omgivning till a och att f
och produkten fg ar deriverbara i @ medan g¢ inte &r det. Visa att f(a) = 0.



Losningsskisser for TATA41 2017-01-11
1. Funktionen f(z) = (1 — 2)e™® &r definierad fér z # 0 och har derivatan

2e % (x —1)(xz + %)

flla)=Ze "+ (3 —2)(-e ") = 5 ;

x

vilket ger f6ljande teckentabell:
x -3 0 1
s+ - 0 + + +
x—11] — — - 0 +
2e7% | + + + +
|+ + 0 + +
fl@|+ o - @ - 0 +
@) |/ mk N ar N ok S

De relevanta gransvirdena ar alla tdmligen uppenbara om man tittar pa vad
faktorerna = — 2 och e~® gar mot: f(z) — +oo d& z — 0%, f(z) — 0 d&
x — 00, samt f(z) - —oo dd z — —o0.

Det #r ocksé enkelt att se var f(z) = (1 — 2z)e™"/x &r positivt (0 < z < 3)
resp. negativt (z < 0 eller z > 1), samt att f(3) = 0 &r det enda nollstéllet.

Y
1
T e — -
1 —4y/e

Svar: Lokalt maximum f(—1/2) = —44/e, lokalt minimum f(1) = —1/e.
Linjen y = 0 ar vagrit asymptot dd x — oo, och linjen x = 0 &r lodrét
asymptot.



4.

(a) Det finns manga sitt! T.ex. ger identiteten sin2zx = 2sinzcosz att

T2 _ (/29 2 20083 /2 = 2
Jo T coswsin2xdr = ['7 2sinx cos® x dx = [—3 cos® z]g" = 3.

(b) Integranden f(z) = 27¢®" &r en udda funktion, dvs. f(—x) = —f(z), och
integrationsintervallet &r symmetriskt kring origo, sa integralen ar lika
med noll!

(Man kan édven 16sa uppgiften genom att rikna ut den primitiva funktionen
— séitt t = x* — men det dr onddigt arbete.)

(c) [arcsin2zde = [t = 22] = [ L arcsintdt = §(tarcsint — | \/1t_7 dt) =

i(tarcsint + 1 — %) + C = zarcsin2z + $v1 — 422 + C.

Svar: Se ovan.

Om de tva sidorna med budgetgirlangen har langd = > 0 sa maste de tva
sidorna med lyxgirlangen ha ldngd 1/z for att arean ska bli 1. Totala girlang-
vikten (i gram) blir da

4
fx)=2-2-142-=-2=2z+ —, x> 0.
X

Ur derivatan
4 20 —V2)(z+V2)

f/(x):2_ﬁ: )

fas en valdigt enkel teckentabell:
T 0 V2
fay| & - 0+

F@) | N R S

Detta visar att f(v/2) = 2v/2 + = 44/2 ar f:s minsta virde (for > 0).

4
V2
Svar: Minsta méjliga girlangvikt dr 44/2 gram.

(a) Se laroboken.

(b) Funktionen f &r uppenbart kontinuerlig pa intervallen z > 0 och < 0
(elementéra funktioner), sa bara punkten = 0 behéver undersokas.
Forst har vi f(x) = arctan(z2'/%) — 7/2 da  — 0T, eftersom 22'/% =
[t =21 — o] = 2% — oo (standardgransvarde). Alltsd maste vi ha
f(0) = B =7/2 om f ska kunna vara kontinuerlig. Om A = 0 sa blir
f(x) = 0 for alla < 0, och da blir f diskontinuerlig, sa vi kan anta

A # 0 och gora utrdkningen

xsin Ax 2 sin Ax

fla) =T = A

er® — 1 e —1  Ax

—A-1-1, daz— 0",

vilket maste verensstimma med det tidigare bestamda virdet f(0) = 7/2
for att f ska vara kontinuerlig.

Svar: A= B =7/2.



5. Partialbraksuppdelning ger

8dx B 8dx
/xS—x2+3x+5_/(x+1)(12—2x+5)
_/< 1 N —x+3 )dx
z+1 z22-2x+5

—-1)-2
:ln|x+1|—/udx

(x—1)2+4
1 9 z—1
:ln|x+1|f§ln|(1’fl) + 4] + arctan +C
1 (z+1)? r—1
:élnerarctan +C,
S&
/oo 8dx . 11 (x+1)? + arcta r—11%
= lim |[-lIn ——F— rctan
1 23 —2243z+45 woo|2 (z—-1)2+44 2 |
Cof1. 1424 L w—1
= lim [ =In —%—“ + arctan
w—o0 \ 2 1—% % 2
11 4 tan 0
2114 arctan
T
=0+--0-0.
+2
Svar: 7/2.

6. Lat e > 0 vara givet. Ifall vi tar 6 = /¢ sd &r
|(2? = 6z) — (-9)| = |(2 = 3)| =[x —3]* < ¢

for 0 < |z — 3| < 0, vilket visar att definitionen av lirng(ac2 — 6z) = —9 ar
T—

uppfylld.

7. Antag att f och g ar kontinuerliga néra a samt att f och fg ar deriverbara
i a. Under dessa forutsiattningar ska vi visa pastdendet ”f(a) # 0 —
g'(a) existerar”, vilket ar logiskt ekvivalent med det onskade péastéendet
7g'(a) existerar inte = f(a) =0
Antag alltsd att f(a) # 0. Eftersom f ar kontinuerlig néira a ar da f(z) #0
aven i nagon omgivning av a, sa funktionen h(z) = 1/f(x) ar definierad dér,
och deriverbar i a enligt kedjeregeln (eller kvotregeln, om man foredrar det).
Produktregeln ger da att g = (fg) - h &r deriverbar i a, vilket skulle visas.
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