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Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkénd om den bedémts
med minst 2 podng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n=3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.
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1. Bestdm virdeméngden V; for funktionen f(x) = arctanz — (z € R).

2. Berékna foljande integraler:
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3. Undersok foljande gransvérden:
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4. Lat f(z) = e for € R. Rita graferna y = f(x) och y = f'(z) (var noga med
5
att definitionsméngden for f’ framgar). Berdkna ocksa / f(z)dx.
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5. (a) Ange en funktion som har 5, Som primitiv funktion.
T

. d [* sint
(b) Berikna i) 7l

(c) Om f'(z) = |z| och f(—1) =3, vad ar f(2)?

6. Lat

x? 1+ 222
+ arctan 3
x x
for x #0. Visa att f(x) &r konstant pa intervallet < 0 och pa intervallet z > 0.
Ta reda pa vilka dessa konstanta véarden ar, t.ex. genom att undersoka lampliga

gransvérden, och rita sedan grafen y = f(x).

f(z) = arctan z + arctan

7. 1 beviset for differentialkalkylens medelvirdessats anvénds ofta Rolles sats, som
sdger att om f &r deriverbar pa det dppna intervallet |a,b] (ddr a < b) och
kontinuerlig pa det slutna intervallet [a,b], och om f(a) = f(b), sa finns det minst
ett tal € € Ja, b sadant att f'(§) = 0.

Bevisa denna sats! (Medelvirdessatsen far forstas inte anvéndas, men andra satser
som kommer tidigare i kursen far utnyttjas utan bevis.)
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1. Derivatan av f(z) = arctanz — (z + 3) - P ar

() 1 —2x > _ 2x(x+3)

= (1. — 3). =
1+ 22 ( 21 Y ) T e

vilket ger en teckentabell med foljande utseende:
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Vidare har vi att f(z) = arctanz+ 1 - % — £5+0-1=4F dd x — Foo0.
De lokala extremvérdena ér f(—3) = —arctan 3 (vilket &r negativt, och lite

storre 4n —m/2) och f(0) = —3 (vilket 4r mindre d&n —7/2, och ddrmed globalt
minimum). Vi kan nu rita grafen y = f(z) och lisa av virdeméngden V;:
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Svar: Vy = [-3,7/2].

2. (a) Variabelbytet ¢t = Inz, dt = dz/xz, ger [ M dr = [(1+t?)%dt =
Ja+22+thYdt =t + 23+ 1P+ C =Inz + 2(Inz)® + :(Inz)® + C.

(b) Trigonometriska ettan, och darefter variabelbytet ¢ = cosz, dt = — sin x dx,
ger [ snrde — fj:;ﬁs(?m = lji’; = —arctant + C' = —arctancosz +

(¢) Standardmetoden for rationella funktioner (polynomdivision och partial-
S s ZL’4 13 Tr— Tr—
braksuppdelning) ger [ £4542=1dy = [ (2% + 7L )de = [(2 4+ 7 +
=Dde = 323 + 2In|z + 1| — In|a| + C.

Svar: Se ovan.




3. (a) Med den nya variabeln ¢t = z — 2 f3s J%13(12 mgff%i) = %E% =
. In . In .
%g% t,ﬁj;? = %g%(@ . H-%) =1 ﬁ = %, enligt ett av standard-
grinsvérdena.
e g . . o 5 _ $2—(aj2+3x) _
(b) F?rlangnlng med lj(;njugatutiycket g36r att t—vx? + 3x = o =
[f0r$>0]:m—>m:_§dam—>oo
(¢c) Om f(z) =sinx sa ar
in(1+4 h) —sinl 14+ h)— f(1
m sin(l + h) — sin = lim fA+h) =) = f'(1) = cos 1.
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(Det gar forstas dven att rakna ut detta med hjélp av standardgransvirdet

lim % =1, sa som i hdrledningen av formeln di sinx = cosx.)
h—0 v

Svar: (a) 1/4 (b) —=3/2 (c) cos1

4. Funktionen
e ® x>0,
e’, x<0

fl@)= el = {

ar definierad for alla z € R, och grafen y = f(z) kan omedelbart ritas eftersom
man vet hur grafen y = e* och dess spegelbild y = e™* ser ut:
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Derivering ger

—e % x>0
f’(a:):{ex P

, x < 0.

Observera noga att derivatan f’(z) inte ar definierad i punkten = = 0; grafen
for f har ju ett tydligt "hérn” dar! (Mer exakt: f:s hoger- och vénsterderivata
ar inte lika i den punkten; f’ (0) = —1 och f’ (0) = 1.) Grafen y = f’(z) har
alltsa foljande utseende:
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Slutligen far vi, eftersom f &r en jamn funktion,

/55f(x)dx:2/05f(x)dm:2/ e~ dr = 2[—e "] = 2(1 — 7).
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Svar: Se ovan.



5. (a) Den enda funktionen som har F'(z) = e’ /2x som primitiv funktion &r
naturligtvis dess derivata f(z) = F'(z) = e’ (1-355).
(b) Analysens huvudsats ihop med kedjeregeln ger

sint

sinx

2 sin 3x

2
d T
4 dt =
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(c) Enligt inséttningsformeln &r f_21 f(z)dx = [f(x)]: = f(2) — f(-1
eftersom f’(z) = |x| 4r en kontinuerlig funktion. Alltsd ar f(2) = f(—1)

il

I79x2+1.

f_21 |z| dz = 3—|—f_01(—x) dm-l—fOZxda: = 3—[%%2]21+[%x2}3 =3+3+2=

11/2.

Svar: Se ovan.

6. Derivatan av

’ + 222
f(x) = arctan « + arctan + arctan 3 (for = # 0)
z T
ar
f’(x)— 1 I 1 i <l—|—(p2> n 1 i (1+2$2>
1+ 22 1+(%)2 dx x 1+(1j;i3mz)2 dr 3
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0 (for x # 0).

b 4rt 422+ 1
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Eftersom f’(xz) = 01 intervallen < 0 och = > 0, sd maste f(z) vara konstant
i respektive intervall, vilket skulle visas. Fran gransvéirdena

lim arctans
s—0*

lim f(z)= lim arctanz 4+ lim arctant+
r—Fo0 r—Fo0 t—+oo
.  Ew
= — _— = :l:
5 + 5 +0 i

foljer det att f(z) = 7 for > 0 och f(z) =

ser da ut sahér, saklart:

—m for < 0, och grafen y = f(x)

fla) =m

fle) = —n
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7. Se ldroboken (Forsling—Neymark), s. 203.



