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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullsténdiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poiang. Uppgift ridknas som godkdnd om den bedomts
med minst 2 poang. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n = 3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.
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1. Rita grafen for funktionen f(z) = _xl + arctan 2z. Ange alla eventuella lodréta
T —

och vagriata asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. Berdkna foljande integraler:

3 w/6 5 1 dr
In2 —_
(a) /1 n 2z dx (b) /0 cos” x dx (c) /_1 P

*3x+3
3. Berikna / :;’ i . dx (eller visa divergens).
2 1T~

4. Hur manga lésningar x € R har ekvationen e *(2* + 5z + 1) = 57

3r _ 2z
5. (a) Undersok lim -

x—0 x
Inz

(b) Undersok lim

o1 sin(7rz)
(c) Ange den exakta matematiska definitionen, med € och §, av vad som menas
med att lim f(x) = L, dar a och L é&r reella tal (alltsa inte +o00). For att
r—a

gora formuleringen lite enklare, lat oss forutsitta att f:s definitionsméngd
bestar av alla reella tal utom mdojligen a.

6. (a) Bevisa att om f &r deriverbar i a sa &r f kontinuerlig i a.
(b) Kan det intriffa att f) (a) = f"(a) (dvs. att hoger- och vénsterderivatorna
i a existerar och &r lika) ifall f &r diskontinuerlig i a?
-1, =<0,

(c) Undersok f1(0) och f’(0) for funktionen f(z) = { )
T z > 0.

\]

. Avgor om / (el/ T _ el (“1)) dx ar konvergent eller divergent.
1



Losningsskisser for TATA41 2016-06-07

1. Funktionen f(z) = 2% + arctan2z = 2 + -2 + arctan 2z ér definierad for
x # 1 och har derivatan
-2 N 2 23z +2)

(x—1)2 1+ (27)2 (z—1)2(1 +4a2)’

f'@) =

vilket ger féljande teckentabell:

T —% 0 1
—2x + + 0 - -
3+ 2 - 0 + + +
(z —1)*(1+42%) | + + + 0 +
f(z) -0+ 0 - g -
f(z) ¢ ylr?ilﬁ. / l’lloak)é. N\ dijf. hY

Grénsvérden: f(z) — 2+ 2 dd x — +oo, samt f(z) — oo d& z — 1%,

)
245+ 1 mmmme----—
,,,,,,,,,,,, 2-21
1 x
Svar: Lokalt minimum f(—%) = 2 — arctan 3 < 0, lokalt maximum f(0) = 0.

Linjen y = 2+ 5 dr vigrit asymptot dd x — oo, likasd y =2 —§ dd 2 — —o0,
och linjen x = 1 ar lodrat asymptot.

2. (a) ff’ana:dx =xln2r -2 =3Mm6—-3)—(In2-1)=3In3+2n2-2.
(b) Variabelbytet ¢ = sinx ger foﬁ/G cos® v dx = OW/G(l —sin? ) coszdr =

S =2y de = [t — 13007 = 1

1
() [\ 7t = 1[G — s5)de = Hinle—2| —lnfz +3]], =
7%1n6.

Svar: Se ovan.



3. 7 B de = [7 (32 - 4 ) do = lim [2lnfe — 1-lnfa® + 2+ 1)} =

lim In &= (2In1-In7) = lim In -9 2 4 In7=Inl+In7=In7
woeo | wWitwtl woo | HwTlHw—? ’
Svar: In7.

4. Sétt f(z) = e %(2® + 5z + 1) for z € R. Vi har

[\

X

floy= = (14+34+%5)—=0, diz—oo
:’; —1
(std.gr.v.)
och
f(a;)ze\‘j/-\xi/(l—i—%—i—m%)%oo, did z — —o0.
- o4 T

Vidare &r f/(z) = e (-2 — 3z +4) = —e *(z + 4)(z — 1). Alltsa:

T —4 1
7671 — J— —
z+4| - 0 + +
r—1| — — 0 +
fll)| = 0 + 0 =
f@) [N R 7 o N

Funktionen har lokalt (t.o.m. globalt) minimum f(—4) = —3e* och lokalt
maximum f(1) = 7e~! = 7/e, vilket ar mindre &n t.ex. 7/2, och alltsa klart
mindre dn 5. Virdet f(x) =5 antas alltsd exakt en gang (for ndgot = < —4).
Svar: Ekvationen har en reell 16sning.

5. (a) T _ g2, edbz—_l —1-1=1da z — 0, enligt ett standardgrénsvérde.

(b) Bytet x =t + 1, ihop med ett par standardgransvéirden, ger

. Inz __ s In(1+t)
il_)n’ll sin(mz) — lim

— lim A+ gy O4D w1 1
10 sin(m+mt) T }g% —sin(wt) %I_E% t  sin(wt) w "

(c) 1131 f(z) = L betyder att det for varje ¢ > 0 finns ett § > 0 sddant att
0< |z —a|l <0 medfor |f(z)— L] <e.
Svar: (a) 1 (b) —=1/7  (c¢) Se ovan.

6. (a) Om f ar deriverbar i a s& géller f(z) = f(a) + W (x—a) —
fla)+ f'(a) -0 = f(a) d& © — a, dvs. f ar kontinuerlig i a.

(b) Nej, det ar omdojligt, for om hoger- och vansterderivatorna existerar
och ar lika sa &r ju f deriverbar i a, och alltsa kontinuerlig dar (enligt
(a)-uppgiften).

(c) For h > 0 ir JOHM=IO) _ 220 _ j_ vilket gar mot 0 di h — 0%, s&
f4.(0) = 0. Men for h < 0 ar f(0+h})1_f(0) = (_1}2_0 = 51, vilket gér mot
oo da h— 07, sd f’(0) existerar inte.

(Observera att svaret ” f” (0) = 0” &r uppenbart fel, eftersom det motsiger
utsagan i (b)-uppgiften; f 4r ju diskontinuerlig i origo.)




7. Skriv om integralen och anvind medelvérdessatsen:
/ (el/x — el/(“'l)) der = / e dy — / PRASamr
1 1 1
w w41
= / et/ *dy — / et/ dy
1 2
2 w
= (/ el/zder/ el/zd:c)
1 2
w w+1
— (/ e dy +/ el/zdx)
2 w
2 w—+1
= / eMrdy — / e dy
1 w

2
:/ el/"cdx—el/§~((w+1)—w)
1

2
= / et dx — e/t
1

déir ¢ ligger i intervallet [w,w + 1]. Detta medfér att /¢ — €% = 1 da w — oo.
Alltsa ar integralen konvergent, med vérdet

00 w 2
/ (el/m — el/(wﬂ)) dr = lim (el/m — el/(wﬂ)) dx = / erdr —1.
1 1 1

w—r 00

Svar: Konvergent.



