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Inga hjédlpmedel. Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poidng. Uppgift ridknas som godkidnd om den bedémts med
minst 2 poiang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter (n = 3,4, 5).
Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Rita grafen for funktionen f(z) = 4+ 3z —21In(1+ 32?). Ange alla eventuella lodriita
och vagriata asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. Berdkna foljande obestdmda integraler:

(a) / % (b) / cos v/z d (c) / w;l—x?‘

3. Undersok foljande gréansvérden:

' N 6sin(2:v+2) -1 . T + ID(QZE + 63x)
(8) lim(1 4 3)> (D) lim —————  (¢) lim ———=—

Inx Inx Inx)?

2 d 2 2 d
4. Berdkna de generaliserade integralerna / < -, / du samt / _
1 z(lnz)z Ji1 z(lnw) 1ox(

eller visa divergens.
5. Ange, for samtliga reella k, hur manga l6sningar ekvationen (x + 2)627@' = k har.

6. (a) Antag att f &r en kontinuerlig funktion pa [—1,1]. Vad séger integralkalkylens
1
medelvirdessats om / f(z)dz?
-1

(b) Ge ett exempel pa en funktion f som &r definierad pa [—1, 1] men inte uppfyller

slutsatsen i integralkalkylens medelvardessats. Motivera tydligt!
n+2

1
(¢) Undersok gransvérdet lim xsin — dx.

n—oo n T

~J

. Antag att f ar en funktion definierad pa intervallet I = [4/5,6/5] och att olikheterna,
1

—— < f(z) <Ilnxz—1 giller for alla z € I. Visa att f &r deriverbar i 1 och finn f'(1).
x



Losningsskisser for TATA41 2016-03-30

1. Funktionen f(x) = 4 + 3z — 2In(1 + 32?) dr definierad for alla z € R och har
derivatan

Fle)=3— 262 :9:1:2712x+3 :9(3:—1)(35—%)
1+ 322 1+ 322 1+ 322 ’

vilket ger féljande teckentabell:

T % 1
xz—1 - - 0 +
x— % - 0 + +

9/(1+32?) | + + +
fl@) |+ 0 - 0+
f(=) e N ok S

Grénsvirden: f(z) — —oo dd © — —oo (uppenbart), samt

f@) = (4432 +3))

'<%+374h17"”—%1n(x%+3))%oo d&d = — oo,

X
~—
oo —043—4.0—0-In(0+3)=3

enligt standardgransvirdet lim 1“7”” =0.
rT—o0

Svar: Lokalt maximum f(3) = 5—21In(4/3), lokalt minimum f(1) =7—4In2.
Asymptoter saknas.



2. (a) [tdes = [(1B 4 28) g =lje — 1+ 2Injz +2|+C.

r24x—2 z—1 1+2
(b) Bytet t = /z ger x = t* och dz = 2tdt, och alltsd [cos\/xdr =
f2tcostdt = 2tsint + 2cost + C = 2(/x sin\/z + cos z) + C.

c) [ \/T = In(z + V22 + 7) + C (standardprimitiv!).

Svar: Se ovan.

3. (a) (14 32)1/5 = exp(M 3) = exp(l-2) d& = — 0, enligt ett
standardgransvéarde.

(b) Bytet t =z + 1, ihop med ett par standardgransvéirden, ger

sin(2z+2) _ 1 sin 2t __ 1 sin 2t __ 1 in 2t
im & im S T im & 2 o 1.9
z——1 z+1 t—0 t t—0 sin 2t 2t
(c) Omskrivningen In(2z +€3%) = In(e3® - (1422/e3%)) = 3z +1In(1+ 2z /e3%)
ger

r+In(2z +e%) 4+ sIn(1+2) 4+40-In(140) 4
3x+1nzx 3-}—“;7” 340 3

da x — oo, enligt standardgrénsvérden.
Svar: (a) €3/ (b)) 2 (c) 4/3

4. Variabelbytet ¢t = Ina, med dt = dz/z, ger integralerna
2 In2
d dt In2
/ _dr / 2 — lim [Qtl/ﬂ — 22,
1 zln'/?g o tY2 S0t e
2 d:L‘ In2 dt . In?2
= — = lim {lnt} = 00,
1 rlnz 0 t  e—0+ €

/2 dz /1n2dt i [ 1}1n2
—_— _——= 1m —_—— = N
1 zln’x o 7 esotl tle >

Svar: Den forsta dr konvergent med vérdet 2v/In 2, de andra tva ar divergenta.

5. Sétt
(x+2)e?™®, >0,
(x+2)ete, z<0.

Flo) = (o +2) el = {

Sitt g(x) = (z +2) e27® och h(z) = (z + 2) e*** (for x € R) och undersok
dessa separat. Med produktregeln beriknar vi ¢/(z) = —(z + 1)e?>~® och
h'(x) = (z + 3) e2>T® (for x € R), och diirmed far vi direkt

() = {(—(x+1)e T x>0,

r+3)etT,  z<0.

(Observera de strikta olikheterna hér!) For att siga nigot om f/(0) maste vi
gora en ytterligare undersdkning:

/ o fl) - T
f+ (0) B rlig)lJr x N Tlig)lJr x



£ = tim L =IO ) M@ RO )~ o) = se

r—0~ T z—0~ x

Eftersom f’ (0) # f (0) existerar inte f’(0). Det &r uppenbart att f'(z) =
g'(x) <0 for > 0 och att f'(x) = h'(z) har teckenvixlingen — 0+ for < 0
(byter tecken vid x = —3), s& teckentabellen for f/(z) far foljande utseende:

T -3 0
f@y |- 0 + & -

fla) |\ ok 0 ok N

Vidare har vi

2 2
lim f(z) = lim EE2DE
T—00 T—00 er
och
. o . 24 [un _ 1 (_t+2)62 o
xgriloof(x) = xgriloo(x +2) " = [sitt t = —x] = Jim = 0.

Nu kan vi rita grafen y = f(x) och lisa av antalet 16sningar till ekvationen
f(z) = k for olika virden pa k:

\/_1/6__ ] x

Svar: Inga lésningar om k > 2¢? eller k < —1/e, en 16sning om k = 2¢? eller
k= —1/e eller k = 0, tva 1osningar i 6vriga fall.



6.

(a)

Integralkalkylens medelvirdessats sidger att det finns (minst) ett tal
¢ € [-1,1] sadant att

1) =3 [ faadn

(Tvaan &r langden av integrationsintervallet [a, b] = [—1, 1], alltsd b—a =
1-(-1)=2)

Om funktionen f ska kunna bryta mot satsens slutsats maste den bryta
mot satsens forutsittningar, och kan alltsa inte vara kontinuerlig. T.ex.
kan vi ta en trappfunktion: f(z) =17 for —1 < 2 < 0 och f(z) = 43 for
0<z<1. Daaér %fil f(z)dz = (17 +43) = 30, och detta véirde har
ju inte f nagonstans.

(For ett dnnu vérre exempel kan man ta en icke-integrerbar funktion,
t.ex. f(x) =1om z € Q och f(x) =0 annars. Da &r satsens utsaga inte
ens meningsfull.)

Lat f(z) = zsinl (for « # 0). D4 &r

1 sint

li =1l in—=sattt =1 = lim — =1.

mlﬁn;(}f(x) Jim zsin — [sé /] Jim —
Funktionen f dr kontinuerlig pé intervallet [n,n + 2] om n > 0, och
dérmed finns det enligt medelvardessatsen ndgot & € [n,n + 2] sddant
att g(n) = f:+2 f(@)dz = ((n+2) —n) f(&) =2 f(£). Eftersom £ — oo
nir n — oo far vi

lim g(n) =2 lim f(§)=2-1=2.
£—o00

n— oo

Svar: Gransvirdet ar 2.

For ett givet n kan det finnas flera tal & sidana att g(n) = 2f(§), sd vi har inte

definierat € entydigt som funktion av n. Fér den som eventuellt undrar vad

som d& egentligen menas med ”§ — oo nidr n — o0o” kommer hér en precisare

version av ovanstdende resonemang:

Ta ett godtyckligt tal ¢ > 0. Forutsattningen lim f(z) = 1 innebar (enligt
Tr—r00

definitionen av griansvirde) att det finns ett tal w sddant att f(x) ligger hogst
€/2 ifran 1 for alla > w. For varje n > w géller da foljande: om £ € [n,n +2])
ar nagot tal som fas fran medelviardessatsen enligt ovan sa ar & > w, vilket
medfor att g(n) = 2f(&) ligger hogst 2 -e/2 = ¢ ifran 2. Och existensen av
ett sddant w (fér varje e > 0) ar precis vad som krédvs for att definitionen av
le g(n) = 2 ska vara uppfylld.



7. Insdttning av £ = 1 i den givna olikheten —% < f(z) < Ilnz — 1 visar att
f(1) = —1. Om vi subtraherar detta virde fran alla led erhéalls

1
——+1< f(z)— f(1) <Inz.
x
Satt nu « = 1 + h, dar vi forst antar att A > 0, och dividera alla led med h:

“matl_ f0+h) - f(1) _ In(1+h)
hoo T h = h

Nér h — 07 s& gar hogerledet mot 1 (standardgréinsvirde), och likasd for
vénsterledet:

1 h
SRR e R SR
h h 1+h
Enligt instdngningsregeln ar alltsa
1+h)— f(1
o FOHR = 1)
h—0t h

Om vi istallet antar att A < 0 s& vands olikheterna vid divisionen:

mr Tl SO - (1) In(lth)
h - h - h

Samma argument fungerar dock &ven hér: ndr h — 0~ gar ytterleden mot 1,
s& instdngningsregeln ger

g AR = (1)

=1.
h—0— h

Detta visar att derivatan f’(1) existerar och har vérdet 1.
Svar: /(1) = 1.

(Ovanstéende resonemang kan enkelt modifieras till ett bevis fér en allmén in-
stdngningssats fér derivator: Om g(a) = h(a), ¢’'(a) = h'(a) = A och g(z) < f(z) <
h(z) i en omgivning av a, si dr f deriverbar i a med f'(a) = A.)



