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Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poéng. For betyg n réacker 4(n — 1) podng och n godkidnda uppgifter
(n =3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1 1
L. Rita grafen for f(r) =2+ — —~, v # 0. Ange alla eventuella lodréita och vagrita
2

asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. (a) Hirled derivatan av f(z) = 2* direkt utifran derivatans definition.

(b) Ge exempel pa en funktion som har positiv derivata i hela sin definitionsméngd
men dnda inte dr vixande. (Funktionen maste inte anges med en formel, utan
det récker att forklara hur grafen kan se ut med hjilp av en figur.)

(c) Definiera vad som menas med att g &r en primitiv funktion till f pa inter-
vallet 1.

3. Berdkna foljande integraler:

/4 2 d 2
(a) / cos® x dx (b) / 5 f 3 (c) / e da
—m/4 o ¥ -2
4. Berdkna /
1

5. Undersok foljande gréansvérden:

o (eller visa divergens).
34

(a) lim (z—Va? + 4z) (b) lim e +e—2 (¢) lim e”(In(2+€")—x)

T—00 z—0 e —1 T—>00

6. Antag att man vill géra en uppskattning

1
Cg/ 2 dx
0

med hjélp av en undertrappfunktion. Vilket ar det bésta (d.v.s. storsta) vérdet
pa konstanten C' som kan erhallas om man delar in intervallet [0, 1] i bara tva
delintervall?

dx

— . dar k> 1.
k + cosz

7. Berakna /
0



Losningsskisser for TATA41 2016-03-17
1. Funktionen f(z) =2+ 25 — £ =2+ 272 — 2! har derivatan

f/(g;) =14+ (—2)35‘3 . (—1)x‘2 _ 3+ x—2 _ (z — 1)((x+ %)2 + %)

3 x3 ’
vilket ger nedanstaende teckentabell:
T 0 1
z—1 — - 0 +
(z+3)?2+5 |+ + +
x3 - 0 + +
f(x) + 4 - 0+
f() VA S VI e

Gréansvarden: f(z) — +oo dd 2 — +oo (uppenbart), och

. 1
f(z):(l—x+x‘3)~—2—>oo dd z — 0.
————— T
— 00

—1

(Obs. att bade hoger- och vénstergransvirdet blir co, eftersom vi har z i
kvadrat.) Linjen = 0 4r ddrmed en lodrit asymptot. Vagriata asymptoter

saknas. (Overkurs: Linjen 3 = x &r dock en sned asymptot, eftersom f(z)—x =
11

Svar: Lodrit asymptot « = 0, lokalt minimum f(1) = 1.

2. (a) f(ac-i—h]z—f(m) _ (I-Q—h})j—ms _ (w3+3w2h+3}::h2+h3)—w3 — 322 1+ 32h L B2 o
322 +0+0da h — 0, alltsd ir f'(z) = 322,
(b) T.ex. f(z) = —1/x med Dy = {z € R : x # 0}. Derivatan f'(z) = 1/x?
ar positiv for alla x # 0, men f dr inte vixande, eftersom t.ex. f(—1) >
f().
(c) Det betyder ju helt enkelt att ¢’ = f pa I.



(a) fw//4c05 rdr = 2f7r/4 1 1+c052x)dx = [z + § sin2z] /= T+
(I forsta steget utnyttjades att cos? z ér en jimn funktion.)

(b) Ongfgf 02%(%*373)@:7[ In |;c+3H2711 ’*’ln1**’1n5

N

(c) f_22 e do = 0, eftersom integranden dr en udda funktion och integra-
tionsintervallet dr symmetriskt kring origo. (Det gar forstds att rikna sig
fram till detta ocksd; sitt ¢t = 2 for att hitta primitiv funktion.)

Svar: (a) T +1 (b) —gIn5 ()0

. Vi bestammer forst primitiv funktion: :c“diw = f(% — pg)dr =In || —
%ln(x2+1)+C Detta ger (for w > 1) att [} m;% =Inw—1n(w?+1)—(nl-
Im2) =il g +im2=1n 2t +im2— ind;+in2=1m2
da w — oo

o _dx
Svar: [ S = iln2.
_ 2 _ 2’ (a?44r) _ - =4 —
(a) x — Va2 +4x = Y =Jom z > 0] = Y eyl 1+1 =-2da
T — 00.
(b) Med t = e® erhills lim iewfz = lim £ H2 = lim(t+2)=1+2=3.
€ t—1 t—1
(c) Med t = 2/e™ erhélls hm e’(In(2 + €*) —z) = lim ¢’In 2+P =

Tr—r00

h%lJr 2In(t+1) =2 lim m, M = 2.1 =2 (standardgransvarde).
t— =
Svar: (a) =2 (b) 3 (c) 2

. Om indelningspunkten &r a € [0, 1] s& kommer (den storsta mojliga) under-
trappfunktionen till f(z) = 22 att ha viirdet noll pa viinstra delintervallet och
a? pa det hégra, s& trappsumman blir 0+ (a —0) +a? - (1 —a) = a® — a®. Detta
uttryck har sitt storsta virde pé intervallet [0, 1] i punkten a = 2/3, vilket
man enkelt ser genom att géra en teckentabell for dess derivata - (a? — a®) =
2a — 3a* = 3a(% — a). Alltsd &r C = (2/3)? — (2/3)® den bista méjliga
konstanten.

Svar: C'=4/27.

. Substitutionen t = tan(z/2) (se ex. 5.35 och 6vn. 5.21 i Forsling-Neymark)
ger, eftersom t =0dd z =0 och t - co dd x — 7, att

/’T / 1 24t _/°° 2 dt
0 k—l—cosac k+h:§ 1+ )y k(1+82)+1—1¢2

_/ 2dt _ 2 /°° dt
- _ 2 4 - 2
0 (k l)t (k+1) kE+1J 14 ( k—1 t)

k+1
_ 2 k1l o k-1, ¢
Tk lenee VES1 T V1Y),

2 k+1m7

T k+1VE-12

Svar: w/vk? — 1.



