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Inga hjéalpmedel. Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och

avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mgjligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkéinda uppgifter (n = 3,4,5).
Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Rita grafen for funktionen f(x) = In|1+42x|—2arctan x. Ange alla eventuella lodréta
och vagrata asymptoter samt lokala extrempunkter.

2. Undersok foljande gransvéarden:

(a) lim In(1 — 2) (b) lim A L (¢) lim (% In(2z° + 2) — %ln(i’)x?’ + 3))

z—0 tan2x z—2 2 — 4 T—00

3. Beriikna foljande bestdmda respektive obestamda integraler:

Yode T+ 2 .
(a) /2 m (b) /mdl’ (C) /arcsmmdw.

dx eller visa att den &r divergent.

4. Beridkna den generaliserade integralen /
1 T+ 2

5. (a) Definiera vad som menas med att en funktion &r deriverbar i 0.
(b) Bestam konstanten a sa att funktionen f blir kontinuerlig i 0, dar f ges av
Vi+zr—1
flz) = x

a omz = 0.

om x # 0,

(¢c) Lat f vara den kontinuerliga funktion som behandlades i (b)-uppgiften. Ar f
deriverbar i 07 Vad &r i sa fall f'(0)?

6. Finns det ett storsta virde som arean hos en rétvinklig triangel med omkretsen 2
langdenheter kan anta? Bestdm i sa fall det virdet.

n

7. Undersok gransvardet lim (2 — {L@) .

n—oo



Losningsskisser for TATA41 2016-01-13

1. Funktionen f(z) = In|1 + 22| —2arctan z &r definierad for z # —3. Derivatan
ar

() 2 2 2x(x — 2)
xTr) = — =
1+2z 1422 (1+422)(1+22)’
vilket ger nedanstaende teckentabell:
x -3 0 2
2z — - 0 + +
x—2 | — — - 0 +
142z — 0 + + +
1+a2% | + + + +
frly | = @& + 0 — 0 +
f@) |\ deejf. VAT VIR S

Grénsvirden: f(z) — —oo d& o — —3, f(z) — oo d& @ — *oo. Linjen

T = f% ar ddrmed en lodrédt asymptot. Vagréita asymptoter saknas.
Yy
T+1 2
' x

Svar: Lodriit asymptot « = —3, lokalt maximum f(0) = 0, lokalt minimum
f(2) =Inb5 — 2arctan 2.

In(1— In(1— . .

2. (a) I;gnz;) =-1 n(ﬂgw) 22— —1.1.1=—1ddz— 0, enligt standard-
griansvarden.

0

x2—4 (z+2)(z—2) ~—  z+2 v
(c) %111(2:52 +2)—+In(32°+3) = L In(2*(2+2272)) — + In(2*(3+ 3273)) =
?ln >4+ 3In(2+4+2272) — tlnz® — T In(3+327°%) = ;1 In(2 4+ 2272) —
sIn(3+327%) — %111(2 +0) — %1n(3—|—0) da z — oo.

Svar: (a) —=1/2 (b)0 (c) 4In2—1In3 (=-+In2)

(b) =3z’ _ (@P—r2(@—2) _ 2?-a—2 =0dax— 2.

4 - 2 2 2
3. (a) fzﬂgﬁzfﬂgg—d;t: s =2t +2|] 5 =2In4-2In(2++/2).
(b) [ 2gde= (35 + 75)de =3z + 1]+ 5Injc+4[+C.

(c) farcsinxdx:xarcsino:ff\/%:xarcsinx+\/lfo:2+0.




w

4. [0 = de = [ 5 (52 —%)da::[%ln(x2+2)+%arctan\%—%lnx] =

342z 242 2 1
TIn(1+42w™2) + %arctan% —tIn3- %arctan% — 0+ %g —iIn3-
% arctan % da w — oo.

Svar: \}5(% — arctan %) — %ln 3.

(a) f ska vara definierad i en omgivning till 0 och griansvérdet }Lir% M
—

ska existera.

_ Vifz—1 _ 1 (Q4=z)—1 _ 1 1 qe o . o .
flx) == = 2 Viterl — visrr 2 dd @ — 0, sd vi maste sitta
f(0) =a =1 for att f ska bli kontinuerlig.

(c) f(h);f(O) - %( 1 1y = Vifh-1 ~1 1

(b)

1 _ 1 °
Vith+l 2 R aithtD) 2 2 T T8 da
h — 0; hir anvindes i sista steget att gransvéirdet fran (b) dok upp en
gang till. Alltsd ar f deriverbar i origo, med derivatan f/(0) = —%.

Svar: (a) Seovan. (b)a=3 (c) f'(0) = —4

. Lat x och y vara kateternas langder i den rdatvinkliga triangeln. Da ar hypotenu-
sans lingd v/x2 + y2, och enligt forutsittning dr omkretsen x+y—++/x2 + y2 =
2. (Sidlangderna x och y maste da forstas ligga mellan 0 och 1.) Om man 16ser
ut y ur detta samband erhalls y = 2(1 — z)/(2 — x), s& arean blir

@:x(l—x).

A =
@=5 ="
Vi har att A(z) - 0da z — 0" och d& z — 17, och derivatan

2 —dz+2  (z2-2-V2)(z—2+V2)

A =g = (z - 2)2

har ett enda nollstille x = 2 — /2 i intervallet 0 < = < 1; vi kan notera att
for detta varde pa x ar ocksd y = 2 — V2. Alltsd maste

A2-V2)=32-Vv2)?=3-2V2>0

vara A:s storsta vérde i detta intervall. (Om man gor en teckentabell som
vanligt ser man att A’ har teckenvixlingen 4+ 0 — i intervallet.)

Svar: Areans storsta virde ar 3 — 2v/2 (vilket intraffar nér triangeln dr en
halv kvadrat).

. Med a,, = (2 — 2'/™)" erhalls

Ina, =nn(2—2Y") =nln(1l + (1 — 2'/"))

In(1+(1-2Y") e —1
1—2t/n 2

=(-In2)-

—>—1n2-1~1:1n% da n — oo,

1

enligt standardgriansvéirden, eftersom 1—2/" — 0 och 1“72 — 0. Alltsd a,, — 3

da n — oo.

Svar: Gransvérdet dr 1/2.



