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Inga hjélpmedel. Losningarna skall vara fullsténdiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mgjligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkédnd om den bedémts med
minst 2 poang. For betyg n racker 4(n — 1) podng och n godkéanda uppgifter (n = 3,4,5).
Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam for varje reellt k antalet 16sningar till ekvationen (2 + 6x + 9)e™™ = k.

2. Undersok foljande gransvéarden:

(a) lim il bk (b) Tim SR COSB) (ﬂ Fr—V2 1 x)

r—1 :L‘2 -+ 20 — 3 z—0 ln(l — 3,1‘) T—00

3. (a) Antag att f dr en funktion definierad i en omgivning till ¢ € R. Definiera vad
som menas med att f ar kontinuerlig i c.

(b) Lat funktionen g ges av

sin 2z om z > 0,
g(x) =
2r+1 omx <0.

Ar ¢ kontinuerlig i 07

(c) Lat g vara samma funktion som i (b). Ar g deriverbar i 07

et +1
e2r 4+ 1

o
4. Berédkna den generaliserade integralen / dx eller visa att den ar divergent.
0

5. Rita grafen for funktionen f(z) = arctan - 1 T Ange alla eventuella lodrita och
x

vagrata asymptoter samt lokala extrempunkter.
2a )
6. For vilket/vilka reella a ar / e " dx som storst?
a

7. Lat f och g vara funktioner som &r kontinuerliga pa [a,b] och deriverbara pa ]a, b|.
Antag att f(a) = f(b) = 0 och att f'(z)g(z) — f(x)g'(z) # 0 for alla x €]a,b[. Visa
att ¢ har minst ett nollstélle pa [a, b].



Losningsskisser for TATA41 2015-08-25
1. Uttrycket i vansterledet definierar en funktion
flz) = (2® + 6z +9)e " = (v +3)% %, x € R,
som &r uppenbart ickenegativ, och har derivatan
fl(x)=2x+3)e ™+ (x+3)2%(—e ) = - "(z+3)(x+1),

vilket ger nedanstaende teckentabell:

T -3 -1

r+3| - 0 + +
z+1] — - 0 +
flle) | =0 + 0 =
F@) N 2 7 s

Minsta vardet ar saklart f(—3) = 0, och f(—1) = 4e ar lokalt maximum.
Vidare har vi f(z) — oo d& * — —oo (trivialt) och f(z) = ‘z—j(l +2)2 -
0-12 =0 d4 z — oo (standardgrinsvirde). Med hjilp av detta kan vi enkelt
rita grafen y = f(z) och ldsa av antalet reella 16sningar till ekvationen f(z) = k
for olika varden pa k:

fz) = o0

y=[f(z) de

\,/ 11 :\f(w)—m

-3 -1 1 z

Svar: Inga l6sningar om k < 0, en 16sning om k& = 0 eller k& > 4e, tva losningar
om k = 4e, och tre 16sningar om 0 < k < 4e.

224+2—2 _ (z—1)(z+2) _ z+2 3 e
2. (a’) IZIQI—B = @D (@+3) +3 — 1 da x — 1.

(b) sin(2z) cos(3x) 2  sin(27) —3z

cos(3z) » —2-1-1-1=-2da

3

In(1-3x) 3 2 In(1+(—3x))
x — 0, enligt standardgransvérden.

(© Va(VITa - vate) = Vo 0 =
—3 dd z — oo
Svar: (a) 3/4 (b) —2/3 (c) —1/2.

—1 -1 _
VBT VI



3. (a) Se ldroboken (Forsling & Neymark), definition 3.5.

(b) Vénstergransvéirdet lim,_,q- g(z) = lim,_,o- (22 + 1) = 1 &ar inte lika
med funktionsvérdet g(0) = 0, sa g &r inte kontinuerlig i 0. (En annan
giltig motivering ar att lim, o g(z) inte existerar, eftersom vénster- och
hogergransvirdena ar olika.)

(c¢) Eftersom g inte ens dr kontinuerlig i 0, sa kan ¢ inte vara deriverbar
i 0 heller. (Deriverbarhet &r ju en starkare egenskap adn kontinuitet; se
sats 4.1 i laroboken.)

Svar: Nej pa bade (b) och (c).

4. Variabelbytet ¢t = e* > 0 ger

/e”“rld /t+1 dt / 1+—t+1 &t
—_—dx = _— = — _
e? 41 241t t o 241
1
zlnt—iln(t2+1)+arctant+0
2z

1
=-1

Ry + arctan(e”) + C

1
= arctan(e”) — 3 In(1+e %) +C,

och ddrmed

R

/0 :21—: 1 do = A [arctan(em) ) In(1 + e_Qr)}

T 1 T 1

T In2

0

4+2'

Svar: Integralen ér konvergent och har virdet 7 + 1“72



5. Funktionen f(z) = arctan

x—1

771 ar definierad for  # —1, och har derivatan

b 1 d (z—1\ (z+1)2 o2
f(:”)H(;;)?'dsc(mH)<x+1>2+<m—1>2 CEmE

2 1
(2?2 1) 4 (22 —22+1) 1422

(for = # —1).

Eftersom f'(x) > 0 for x # —1 sd ar f strangt vixande i intervallet @ < —1
och i intervallet x > —1. Foljande gransvirden &r av intresse:

1

. T — . - s
lim arctan = lim arctan T =arctanl = —,
. T — . ™
lim arctan = lim arctant = —,
z—(—1)" r+1 t—ooo 2
. T — . s
lim arctan = lim arctant = ——.
z—(—1)*F r+1 t—o-oc0 2

Detta visar att linjen y = w/4 &r vagrat asymptot till grafen y = f(z)
da * — +oo. Lodriata asymptoter saknas, och inte heller finns det nagra
lokala extrempunkter. Vi far alltsd f6ljande graf, dir vi d&ven har markerat de
uppenbara virdena f(0) = —m/4 och f(1) =0:

)
y = f(z) T /2
+ /4

y=m/4 | //_
I 1
/- —7/2

Svar: Se ovan.

Anm.: Eftersom f(z) har samma derivata som arctanx i intervallen # < —1 och
x > 1 maste differensen f(z) —arctan x vara konstant pa respektive intervall. Genom
att sdtta in punkter, eller med hjélp av gransvirdena ovan, kan man enkelt bestdmma
storleken pa denna differens, vilket visar att

arctanzx + 3—“, < —1,
o= {omans

arctanr — T x> —1.

40



2a

6. Satt f(a) = [

e~ dz. Med analysens huvudsats (och kedjeregeln) erhalls

2 2

flla)y=e 0" .2 ¢ =0 (26_3a2 - 1),
vilket &r positivt omm e=3%" > 1/2, dvs. €32° < 2, dvs. |a| < A= /(In2)/3:

a A A
fla)| = 0 + 0 -

fla) | @ 7 s N

Funktionen f har alltsa ett strdngt lokalt maximum i x = A, och vérdet f(A)
ar ocksa ett striangt globalt maximum. Motivering: enligt teckentabellen ar det
bara bland vérdena f(a) for a < —A som det mojligen skulle kunna finnas
nagot storre, men de vérdena dr ju negativa, medan f(A) ar positivt. (Det ser

man pa att integranden e~ alltid ar positiv, och fjA gar fran ett mindre tal

till ett storre, medan ffa gar "baklidnges” fran ett storre tal till ett mindre
om a < 0.)

Svar: Integralen ar som storst nir a = 4/(In2)/3.
7. Grundforutsédttning i denna uppgift:

Lat f och g vara kontinuerliga pa [a,b] och deriverbara pa ]a,b],

med f(a) = f(b) = 0.
Vi dr ombedda att (under denna forutsittning) visa foljande:

Om f'g — f¢’ saknar nollstéllen i intervallet ]a,b[, s& méaste g ha
minst ett nollstélle i intervallet [a, b].

Vi kan lika gérna bevisa foljande istéllet (enligt den logiska principen att
pastaendet "om P sa Q7 ar ekvivalent med sitt kontrapositiva pastaende
“om icke-Q sa icke-P”):

Om g saknar nollstéllen i intervallet [a,b] s& maste f'g — fg’ ha
minst ett nollstélle i intervallet ]a, b].

Antag alltsd att g saknar nollstéllen i intervallet [a,b]. D& gar det bra att
dividera med g(x) for a < z < b, sa funktionen h(x) = f(z)/g(z) blir
kontinuerlig pa [a,b] och deriverbar pa ]a, b[, med derivatan

f'(z)g(x) - f(z)g'(z)
g()?

B (z) =

Enligt grundforutsittningen f(a) =0 ar h(a) = f(a)/g(a) = 0/g(a) = 0, och
pa samma sitt ser vi att h(b) = 0. Darmed uppfyller h férutsittningarna
for Rolles sats, som siger att derivatan h’ maste ha minst ett nollstalle i
intervallet ]a, b[. Detta kan bara hinda om téljaren f'g — f¢’ har minst ett
nollstélle dar, vilket var vad som skulle visas.



