Losningsskisser for TATA41 2015-06-08

1. Utan att rdkna kan man konstatera att extremvirdena finns; detta garanteras
av satsen om storsta och minsta vérde, eftersom f &r kontinuerlig och intervallet
ar slutet och begréansat. Eftersom f ar deriverbar kan ett extremvérde bara
antas i en av intervallets &ndpunkter (z = —1 eller & = 2), eller i en stationir
punkt (x = 0 eller x = 1, eftersom derivatan av f(x) = 32* — 423 &r f'(z) =
1223 — 1222 = 122%(x — 1)). Vi riknar alltsd helt enkelt ut viirdena i dessa
punkter och kollar vilket som &r stoérst och minst:

f(=1)=7, f(0)=0, f(1)=-1, [f(2)=16.

Svar: Storsta virdet dr f(2) = 16 och minsta vérdet ar f(1) = —1.

(Funktionsundersokning med teckentabell osv. duger forstds ocksd som motivering.)
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Svar: (a) 5/2 (b)4 (c) 2/25.

3. (a) [arctan2xdx = [1-arctan2zdr = warctan2z — fxﬁdz =
zarctan 2z — 1+ In(1 + 42%) + C.
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(c) Variabelbytet t = x + 3, dt = dx ger [ Tr— = / T
J it =t + V2 = 26/+C = In |z + 3 + Va? + 62 — 17|+C, enligt

en standardprimitiv.

Svar: Se ovan.

4. Sitt f(z) = (222 — 3z) e~®. Funktionen ir definierad fér alla z € R, men i
denna uppgift 4r det bara z > 0 som &r intressant. Vi gor en teckentabell for
derivatan f'(z) = (42 — 3)e™* + (222 — 32) (—e %) = —(22%2 = Tz + 3) e % =
—2(x —3)(x — 1)e ™
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Vi har alltsa f(0) = 0, lokalt minimum f(1/2) = —e~/2 = —1/,/e och lokalt
maximum f(3) = 9e~3 = 9/e3. Dessutom har vi f(z) = (222 — 3z)/e® — 0 d&



x — oo (standardgriansvirde, exponentialfunktionen véixer mycket snabbare
an polynom). Detta innebédr att f(z) > —1/y/e for alla & > 0, men att
olikheten inte géller for alla z > 0 ifall man byter ut —1/y/e mot nagot storre
tal. (Daremot kan man forstas byta ut —1/4/e mot ett mindre tal utan att
olikheten blir falsk.)

Svar: Olikheten 4r sann for alla 2 > 0 om och endast om a < —1/4/e.
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(a) [y made= lim [zlnz—z]_ = ( ) E_1>r(r)1+(5 ne—e) (0-0)

e—0+
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(b) [T, eIl dy = ffoo e“dr+ [ e "dr = QEIPOO [BI]Z + Q}eréo[fefx]: =
(1-04+((0—-(-1)=2.
(c) For att integralen ska vara konvergent maéste f?l df och fol ‘i—w vara

konvergenta, men det ar de inte; t.ex. har vi f: df =Inl—Ine - o0 da
e— 0T,

Svar: (a) —1 (b) 2 (c) divergent.
. Se laroboken.

. Ekvationen &r ekvivalent med

1
1l—z o

f(@)+g(x)=a,  dirg(z)=

Funktionen g ar kontinuerlig och striangt vixande pa ]0, 1] (vilket man t.ex. ser
pa att ¢’'(z) = ﬁ + 25 > 0), och uppfyller g(z) = —oco d& z — 0T samt
g(z) = oo dd © — 17. Detsamma géller ddrmed &dven for funktionen h = f+g
(ty f(x) ligger mellan de &ndliga véirdena f(0) och f(1), och "véxande funktion
+ stréngt véxande funktion = stringt vixande funktion”).

Givet ett tal @ € R finns det da (direkt utifran definitionen av oegentligt
gransvarde) nagot tal & € ]0,1[ dar k(&) < a (eftersom h(z) — —oo d&
x — 07) och ndgot annat tal & € ]0,1[ dir h(&2) > a (eftersom h(z) — oo
da x — 17). Eftersom h &r kontinuerlig finns det darmed, enligt satsen om
mellanliggande varde, minst ett tal £ mellan & och & dar h(§) = a. Och
eftersom h ar striangt vixande finns det hdgst ett sadant tal £. Darmed har vi
visat att ekvationen h(z) = a, alltsd f(x) + g(z) = a, har exakt en 16sning i
intervallet 0, 1[.
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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poang. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poédng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n = 3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestdm storsta och minsta virdet av f(z) = 3z — 42° pa intervallet [—1,2].

2. Undersok foljande gréansvirden:
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3. Beridkna foljande primitiva funktioner:

(a) / arctan 2z dx (b) / 2COS i (c) / de
cos?x + cosx — 2 Va2 +6x — 17

4. For vilka a € R #r det sant att (222 — 3z)e ™ > a for alla z > 07

5. Beriikna foljande generaliserade integraler (eller visa divergens):
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6. Formulera och bevisa foljande rikneregler:
(a) Produktregeln for derivata (direkt utifran derivatans definition).

(b) Kvotregeln for derivata.

(c) Regeln for partiell integration i obestamda integraler.
(I (b) och (c) far produktregeln och kedjeregeln forutsittas kénda.)

7. Lat f vara en vixande kontinuerlig funktion pa intervallet [0, 1]. Visa att ekvationen
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= Q —
11—z T

f@) +

har exakt en 16sning i intervallet |0, 1] for varje a € R.



