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Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkénd om den bedémts
med minst 2 poéng. For betyg n réacker 4(n — 1) podng och n godkidnda uppgifter
(n=3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.
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vagrita asymptoter samt lokala extrempunkter.

1. Rita grafen for funktionen f(z) = . Ange alla eventuella lodrédta och

2. Berékna foljande primitiva funktioner:
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(c) Visa direkt utgaende ifran derivatans definition att — [ = | = ——.
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4. Hur méanga reella 1osningar har ekvationen (z + 2) e¥/* = k for olika viirden pa den
reella konstanten k7
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6. Lat P vara en godtycklig punkt pa den del av kurvan y = e~ * som ligger i forsta
kvadranten (x > 0 och y > 0), och lat L vara kurvans tangentlinje i denna
punkt P. Linjen L, ihop med z-axeln och y-axeln, avgrinsar en triangel. Vilka &r
de mojliga viarden som denna triangels area kan anta?

7. Berdkna integralen om den &r konvergent, eller visa att den ar divergent:

1
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Losningsskisser for TATA41 2015-04-08

1. Till att borja med noterar vi att funktionen f(z) = fii;fg ar definierad for

alla z # —2 och har nollstédllena x = 0 och = 4. Det &r ocksa uppenbart att
f(z) > 0 om och endast om 0 < x < 4. Derivering ger
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sa att vi far foljande teckentabell:
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Det lokala maximivérdet &r f(1) = 3 = 1. D&  — —2 har vi 4o — 2% —

—12 < 0 i tiljaren och (z+2)? — 0% i ndimnaren, si f(x) — —oo. Detta visar
att linjen © = —2 &r en lodrat asymptot till grafen y = f(x). Vidare har vi
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sa linjen y = —1 &r en vagrat asymptot. Nu kan vi rita grafen:
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Svar: Graf enligt ovan. Linjen x = —2 ar lodréat asymptot och linjen y = —1

ar vagrit asymptot (bade da  — oo och da x — —o0). f(1) = 1/3 &r lokalt
(och faktiskt globalt) maximum. Lokala minima saknas.



2. (a) Med produkt-till-summa-omskrivning far man [ cos®zdz = [ i(cos 3z +
3cosz)dx = % sin 3z + % sinz + C. Men ett enklare sitt ar [ cos® z dx =
J(1—sin®z) cosx dx = sinz — 1 sin® x4+ C. (De tv4 resultaten &r siklart
lika, vilket kan verifieras med produkt-till-summa-omskrivning; det ar
t.o.m. samma integrationskonstant C' i bada fallen.)

(b) Med t = 22 fas fm3ex2dx:f%x26$22xdx:%ftetdt:%(t—l)et—i—
C:%($271)BIZ+C.
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Svar: Se ovan.
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(c) Med f(z) = X (for = # 0) far vi, enligt derivatans definition, f'(x) =
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Svar: (a) 3/5 (b) —2/3  (c) Se ovan.

4. Sitt f(x) = (x +2)e'/* (for = # 0). Vi gor en funktionsundersékning for att
sedan kunna ldsa av den sokta informationen i f:s graf. Det 4r uppenbart
att © = —2 ar funktionens enda nollstélle, och att f(x) < 0 om 2 < —2 och
f(z) > 0om —2 < = # 0. Relevanta gréansvérden:
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(Overkurs, for nojes skull: linjen y = kx +m = x 4+ 3 ar en sned asymptot
dd © — Loo, eftersom f(z)/z — 1 = k och f(z) — kz = f(x) —z =

el 42l 5142 1=m)
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vilket ger nedanstaende teckentabell:
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Det lokala maximivirdet f(—1) = e™! = 1/e < 1 &r klart mindre &n det
lokala minimivirdet f(2) = 4e'/? = 4,/e > 4. Nu kan vi rita grafen y = f(z),
och lisa av antalet 16sningar till ekvationen f(x) = k, alltsd hur manga ginger

linjen y = k skér grafen:
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Svar: Ekvationen har tva losningar om k > 4y/e eller 0 < k < 1/e. Den
har en 1osning om k = 4./e eller k = 1/e eller k < 0. Losning saknas om

1/e < k < 4y/e.
5. Dela upp integralen vid x = 0 for att kunna hantera absolutbeloppet:
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Svar: (In3)/4 + 7/8.
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6. Lat P ha koordinaterna (z,y) = (a,e™?), ddr a > 0. Ekvationen for tangent-
linjen L till kurvan y = f(x) = e~” i denna punkt ar

y=fla)+ f'(a) (x - a)
=e "+ (e (z—a)
=e *(1+a—ux).
Fran detta ser vi att L skér koordinataxlarna i punkterna (0,e~%(1 4 a)) och

(1+ a,0), vilket ger langderna pa kateterna i den ritvinkliga triangeln som
det fragas om. Denna triangels area ar alltsa

Aa) = % e %1+a) -(1+a)= %e_a(l _,’_a)27

och vi séker viirdeméngden for A(a) d& a > 0. Derivatan A'(a) = $e~%(1 +
a)(1 — a) ar positiv f6r 0 < a < 1 och negativ f6r @ > 1. Funktionen véxer
alltsd fran A(0) = 1/2 till det storsta virdet A(1) = 2e~! = 2/e, och avtar
dérefter mot lim,_, o, A(a) = 0 (standardgrinsvirde). De mojliga virdena ar
alltsd 0 < A(a) < 2/e.

Svar: Arean kan anta alla virden i intervallet ]0,2/e].

7. Med hjilp av
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eftersom lim = 1 enligt ett standardgrénsvérde.
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Svar: Integralen r konvergent och har virdet —3 In(tan 1).

Anmérkning: Som en rimlighetskontroll kan man gérna notera redan innan man
borjar rikna att om integralen dr konvergent sa maste dess virde vara negativt. Detta

beror pa att 0 < sin2x < 2z for alla > 0, sd att integranden i - Sin12z ar negativ i

integrationsintervallet. Och svaret vi fick fram &r mycket riktigt negativt, for en radian
ar ungefar 57° (en aning mindre &n 60° = 7/3 ~ 1,05), sd tan 1 > tan(w/4) = 1, och
dérmed In(tan1) > 0.



