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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullsténdiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 podng. For betyg n riacker 4(n — 1) podng och n godkidnda uppgifter
(n=3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.
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1. Lat f(z) = °  fora # 0. Bestédm vérdeméngden V.

-1
2. (a) Undersok lim Ve

r—1 [ﬂQ — 1 )
(b) Undersok lim zsin(2/z).
Tr—00

(c) Ange den exakta definitionen av vad som menas med att lim f(z) = 17.
T—00

3. Berdkna foljande integraler:

(a) /lzlnxdx (b) /Ozﬂ/gsinza:da: (c) / (HSE’HQ) dx

4. Berdkna integralen om den ar konvergent, eller visa att den &ar divergent:

OO—\/E+6 dz
o Vr(z—4)

5. (a) Vad &r definitionen av att funktionen f &r deriverbar i punkten a?
(b) Bevisa att om f dr deriverbar i punkten a sa &r f kontinuerlig i punkten a.
(c) Bevisa produktregeln for derivata.

6. Visa att

0 < z9sinzy — xysinx < (1+ g) (x9 — 1)
nir 0 < <y < 3.

27
7. Berakna / du
0

sin?z + 4 cos? x
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1. Derivering av f(z) = ger

/ o _
f (LU) - xQ - 5!32 ’
alltsa foljande teckentabell:

x -1/2 0

2e % [ — — —

r+3 |- 0+ +
|+ + 0 4

fla |+ 0 - g -

fl@) |7 s Nooak O\

Det lokala maximivérdet ar f(—1/2) = %1/2 = —2e. Vi ser direkt att f(z) —
+o0 d& z — 0% (s att linjen z = 0 ir en lodriit asymptot till grafen y = f(z)),
och att f(x) — 0 dd x — oo (sd att linjen y = 0 &r en vagrat asymptot). For

att se vad som hénder da x — —oo sétter vi ¢ = —2x (sd att ¢ — oo) och far
e 2z et et
= =2 % 5
x —t/2 t
~—
— 00

enligt ett standardgrinsvirde (“hastighetstabell”).

Nu kan vi rita grafen och ldsa av vardeméngden ur den:

Y

f(@) = o0

f@) =0

ol

+ —2e
f(z) - —o0 /\

Svar: Vy = {y e R: y < —2e eller y > 0} =]—o00, —2¢] U ]0, 00].



2. (a) limﬁ_lz[t:f}—hmt_l l’m;:L

t—=1t4 —1 t—>1t3+t2+t+1 4

2sint
(b) lim zsin(2/x) = [t = %} = lir(r)1+ s;n = 2.1 =2, enligt ett standard-
xr—ro0 t—
griansvarde.

(c) limy oo f(z) = 17 betyder att f:s definitionsmingd D; innehéller
godtyckligt stora tal och att det for varje e > 0 finns w sadant att
17—e < f(z) <17+ e nér ¢ € Dy och > w.

Svar: Se ovan.

3. (a) fflnxdz =[zlnz—2z]?=2In2—1.

27 /3

(b) 02ﬂ/3sin2xdx = [2m/3 (1—cos2z)dr =[x — %stm] =I4+¥3

0
(¢) Polynomdivision och partialbraksuppdelning ger

3 3
[ommat= [ oyt
(z+1)(z+2) 22+ 3x + 2

Tx 46

_/<$_3+x2+3x+2)d$
8 1

= - — d

/(x 3+a:+2 a:+1) .

=12> 3248z +2|—Injz+1|+C.

Svar: Se ovan.
4. Med hjilp av variabelbytet t = \/x (alltsi x = t? och dx = 2t dt) finner vi att

w Ve
de:/ B
9 Va(r—4) 3 t(t2—4)

[ ()
N { t+2L
S

Vw (1 1

:21n72—21n7—>oo dd w — oo.
1+ﬁ

Svar: fg dx #r divergent.

xz4)

5. Se laroboken.



6. Sétt f(x) = xsinz. Denna funktion har derivatan
f(xz) =sinz + zcosz,
och for 0 < & < 7/2 ar det uppenbart att

0<f’(9c)<1—|—%~1

eftersom bade sinz och cosx ar mindre dn 1, och = 4r mindre dn /2, och
alla tre &r positiva.

Givet 0 < z1 < w2 < § siger medelvirdessatsen for derivator att det finns
minst en punkt £ sddan att 0 < z; <§ <z2 < § och

f(@2) = f(z1) = f(§) - (w2 — 21).
Enligt ovan ligger f'(£) strangt mellan 0 och 1 + 7, och detta medfér att
0 (z2 — 1) < flw2) — flz1) < (14 F) - (w2 — 21),
vilket var vad som skulle visas.
7. Variabelbytet ¢ = tanx ger

/ dx _/da:/cosgx_/ dt
sin?x +4cos2z sinfz 4 g t2+4

cos? x

1 t 1 t
= §arctan (2> +C = §arctan < a;x) + C.

tanx
2

Direkt inséttning av grénserna i primitiven F(z) = £ arctan ( ) ger
F(2r) — F(0) = 0 — 0, men detta dr uppenbart inte korrekt. Den funk-
tion som vi integrerar, f(x) = 1/(sin? z + 4 cos? x), ar ju positiv Sverallt, sa
att integralen skulle bli noll ar helt orimligt!

Problemet ér att insdttningsformeln ff f(x)dz = F(b) — F(a) krdver att F

ar en primitiv funktion till f pa hela integrationsintervallet, men var primitiv

F(z) = 1 arctan (*222) &r odefinierad i punkterna « = 7/2 + nr (n € Z), s&

den &r inte giltig pa hela intervallet [0, 27] utan bara pa intervall som t.ex.

5.5l

y=F($)

s =//

2

Ett séatt att komma runt detta ar att notera att bade sin® z och cos x ar

periodiska med perioden 7, sd detsamma géller for f(z). Integralen fo x)dx

16per alltsa over tva perioder, och integralen av en periodisk funktlon over

en period dr oberoende av var man borjar; alltsa kan vi lika gédrna integrera
s

over perioden [—7F,F] dér vi kdnner till en primitiv funktion (férutom i



andpunkterna, men det kan hanteras genom att ta ett gransvérde), och sedan
multiplicera med 2:

2 w/2
; (x) dx:2/ f(z)dx

—m/2
b
= lim 2 z)dr
b—(m/2)~ —bf()
= 1 2(F(b) — F(=b
,lm 2(F(®) = F(-b))

= lim 2arctan tainb =2 il = .
b (m/2)~ 2 2

Ett annat sétt dr att vélja olika integrationskonstanter i olika intervall, och
lappa ihop i skarvningspunkterna, for att skapa en annan primitiv F' som &ar
giltig pa hela R:

ﬁ(x) = {%arciin (ta%) + n27r’ —§tnﬂ <rz< g + n,
Tt T =75 +nm.
y=F)
x4
w/4 1

Detta ger f027r f(x)dz = F(2r) — F(0) = 7 — 0.

Svar: Integralen ar lika med 7.



