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Inga hjédlpmedel ar tillatna.
Losningarna skall vara fullstéindiga, vélmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkidnd om den bedémts med
minst 2 poang. For betyg n riacker 4(n — 1) podng och n godkéanda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Rita grafen till funktionen f(z) = In(3 4+ 2*) — In|1 + z|. Ange alla lokala maxima
och minima samt lodréita och vagriata asymptoter, om sadana finns.

2. Berdkna de obestdmda integralerna

(a) / Vzlnedz (b) / T (c) / e~ cos 2z da.

1 +sin’z
3. Bestédm gréansvérdena
22—z —2 tan 2z

im 2 T2 (b) lim Ve + e e I .
() liy — (b) fim V' +e—e" (o) I i 7o)

dx

4. Beriikna d liserade integral '
erakna den genera 1serade 11 egra en /2 \/5(12 — ZE)

5. (a) Formulera medelvirdessatsen for derivator.

(b) Antag att f'(z) > 0 for alla z pa nagot intervall Ja,b[. Visa att f &r striangt
véixande pa ]a, b[.

(c) Lat f vara en funktion som &r deriverbar och stréngt vixande pa ett inter-
vall Ja,b[. Maste det gilla att f'(z) > 0 for alla = €la, b[? Bevisa eller ge ett
motexempel.

6. Betrakta funktionen f(x) = 1/z, > 0. Givet en punkt pa grafen avgrénsar tan-
genten och normalen i denna punkt tillsammans med z-axeln en ratvinklig triangel.
Vilken ar den minsta ldngd som hypotenusan kan ha?

n
1 k
7. Berdkna gréansvirdet lim Z — arctan —.
n—oo o n n
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1. Funktionen f(z) = In(3 + 2?) — In|1 + z| &r definierad for  # —1, och har

derivatan
2x I (z+3)(x—1)

() —
f(x)_?)—i—x? 142  (B+22)(z+1)
vilket ger foljande teckentabell:

x -3 -1 1
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z—1|— - - 0 4+
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r+1 | — - 0 + +
floy | = 0 + @& - 0 +
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Lokala minimivirden: f(—3) =In12—In2 =16 och f(1) =In4—-In2 =1In2.
D& xz — —1 ser vi enkelt att

fx) =3 +2?) —In |1+ 2| — oo,
— S——

—In4 —0+
———
——00
och da x — Foo far vi
2 2 3 3
3 z9(1+ =% 1+ =%
f(z):nizln ( ‘f) =In|z|+In & 0.
|z + 1] z(14 ) ~—— 1+
— 00 %,—/
—In1=0
Grafen har alltsa féljande utseende:
f(@) = o0
Y
f(z) — o0
1 _\/
-3 ) 1 x

Svar: Lokala minima f(—3) =1In6 och f(1) = In2. Inga lokala maxima. Linjen
x = —1 &r en lodrat asymptot. Vagriata asymptoter saknas.



2. (a) Partiell integration ger [z'/?Inzdr = 22%?Inz — [223%. Lda =
%x3/2lnx — f%xl/de = %x3/2lnz - % . %9:3/2 +C.

cosxdr __ dt
1+sin?2 2 — 1+t2

(¢) Hur man gor forklaras t.ex. i Exempel 5.11 i ldroboken (Forsling-Neymark).
Svar: (a) (2Inz — §)z/z+C  (b) arctan(sinz) + C
(c) $(2sin2z — cos2z)e™™ + C.

(b) Variabelbytet ¢ = sinx ger en standardprimitiv:

?—z-2 (z-2)(xz+1) z+1

T — 3
3. = = ——daxz— 2.
® T T ety sr2 1%
x T T 2z 2x
(b) /7€x+62x_exz(\/m—e)(m+e): (e +e**) —e _
Ve + €27 4 e e*(Ver s +1+1)
1 1 1
— =—daz — oo.
Ver+14+1  V0+1+1 2
tan 2 tan 2
(© an 2z _, tan2z NZ . NE . 9.1.1.1-9
(ev® —1) In(1 + /) 2¢  evZ —1 In(1+Z)

dd x — 0T, enligt standardgriansvirden.
Svar: (a) 3/4 (b)) 1/2  (c¢) 2.

4. Variabelbytet t = \/z (och dirmed = = t?, dz = 2tdt), foljt av partial-
braksuppdelning, ger

_/“; U
S \t—1 t+1 2

[ t—1 2r°
t+1  t] 5
1-1 9 V2—-1 2
= lim (In “ +—)—1(Iln + —
V2+1

=(In140)+In

=2In(vV2+1) - V2.

V241 . (V2D (V241 (V241)? )
V2-1 T (Veen(va+) T 1

(I sista steget anvinds omskrivningen

Svar: 2In(v2 +1) — /2.
5. (a) Se ldroboken (Forsling—Neymark), sats 4.10.

(b) Se ldroboken, beviset av sats 4.8 i slutet av avsnitt 4.4.

(c) Nej, derivatan méste inte vara positiv éverallt. Motexempel: f(z) = 23

ar deriverbar och strangt vixande pd hela R, men f'(0) = 0.



6. Lat P = (a, %) (dér a > 0) vara en godtycklig punkt pa kurvan y = f(z) = %,
x > 0. Kurvans tangentlinje 7 i denna punkt P har lutningen f'(a) = —1/a?,
s& man maste g& a enheter at hoger i z-led for att linjen T ska sjunka 1/a
enheter i y-led; T skér alltsa z-axeln i punkten (a + a,0). Normallinjen N har
lutningen —1/(—1/a?) = a?, s4 man maste gd 1/a® enheter &t viinster i z-led
for att linjen NV ska sjunka 1/a enheter i y-led; N skér alltsd z-axeln i punkten
(a— a%, 0). Triangelns hypotenusa gar mellan dessa tva skdrningspunkter, och
har alltsd lingden g(a) = a + —5. Vi s6ker det minsta véirdet pa g(a) for a > 0.
Derivatan &r ¢'(a) = 1 — 2, med teckenvéixlingen —0+ fér a > 0; nollstéllet
ar a = 3'/%, och detta ar dirmed en global minimipunkt for g. Det minsta
virdet ar g(3'/4) = 31/4 +1/(31/4)3 = (3 +1)373/4.

4
Svar: Fr
. Fixera ett positivt heltal n, 1at f(x) = %arctan 2, och sitt [ = fon f(x)dx.
Eftersom funktionen f &r strangt vaxande géaller féljande summa-integral-
uppskattning (vilket man ser om man ritar en lamplig figur):

FO)+T <Y f(k) <TI+ f(n).
k=0
Variabelbytet ¢t = x/n ger

n n 1 1
I= flx)de = / ~ arctan — dz = / arctant dt
0 o M n 0

1 Loy T 1 1 7w In2
— [tarct t} - 7dt:——[71 1 t2] _r_m2
[arcan . /()1+t2 1 2n( + )0 1 5

och vi rdknar ocksa enkelt ut funktionsvidrdena f(0) = 0 och f(n) = ”TM.
Insdttning av dessa data i uppskattningen ovan ger olikheten

n

7 In2 1 k 7 In2 /4
0+(42) <Zﬁarctanﬁ< <42>+n,

k=0

som alltsa géller for godtyckligt n > 1. Lat nu n — oo; da gar ytterleden mot
s In2

T — %5=, och alltsa gor dven mittenledet det (enligt instédngningsregeln).

(Alternativ 16sning: summan ar en Riemannsumma for arctan z pa intervallet
[0, 1] med delningspunkterna k/n, och konvergerar darfor mot fol arctan x dx.)

m In2
Svar: — — —.
var 1 5



