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Inga hjédlpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Berédkna

(a) /Ol;d (b) /Ozxe—%da; (©) /141n(1+\/5)dx.

x
2+ 31+ 2

2. Hur manga reella lésningar har ekvationen 2> — 3z +Inx = k for olika virden pa den
reella konstanten k7?7

3. Undersok gransvérdena
. ox—2 _ 1 . In(4-2%)
(a) }:1—% - (b) xh_}ngox (ln - +1In(z + 3)) (c) J}gl;o PYErEEIL

4. (a) Bestam f'(x), da f(z) :/ e v dt.
1
(b) Hirled derivatan av f(r) = e** med hjilp av derivatans definition.

1 "
(c) Lat f(x) = — for x # 0. Ar funktionen f avtagande? Motivera tydligt.
x

1 2
T
5. Berakna —dzx.
/o V1—a22

2 3
6. Skissa grafen till funktionen f(z) = x — 2+ arctan — — 5 In (4 + :172). Ange alla lokala
x

maxima och minima, samt lodridta och vagrita asymptoter, om sadana finns.

7. Lat f(z) = lim <et+6_w_t — et>. Skissa grafen till f.

t—o00



Losningsskisser for TATA41 2014-08-26

1. (a) Namnarens nollstillen x = —2 och z = —1 ligger utanfor integrationsinter-

vallet [0, 1], s& det ér bara att rikna pa: fol #% = fol (I—i2 - I—}H) dr =
[2In|z + 2] ~Injz +1]]; = (2In3 - In2) - (22 —In1) = 2In3 - 3In2.

(b) Jywe e = [(~§ = De]g = ~fe~t = (-D)e’ = {1~ 5e7).

(© Rt v@de = [, ] = J7 2+ e = [P 0); -
Z i dt =43 -2 [} (t 1+ 1%) dt =4In3—In2—[L(t—1)2+
In|1 —&—t”i =4In3-In2—(3+mn3)+(0+In2)=3In3— .
Svar: (a) 2In3—3In2 (=In2) (b) 2(1-5¢e*) (c)3mn3- 3.
2. Funktionen f(z) = 2? — 3z + Inx &r definierad fér = > 0, och har derivatan

2 _ _ _
f’(x):2x73+1:2i 3x+1:(2x 1)(x 1)’
x

x x
vilket ger foljande teckentabell:
T 0 % 1
20 — 1 — 0 + +
r—1 — - 0 +
x 0 + + +
fl@) | & + 0 — 0 +
f@) | g 7 ek Nk S
De lokala extremvéirdena dr A = f(3) =1 -2 +Ini = -3 — In2 (vilket

ar ungefar —1,94 eftersom In2 ~ 0,69) och f(1) =1—-3+1Inl = —2. Man
ser enkelt att f(x) — —oo dd z — 01 (eftersom 22 — 3z — 0 — 0 = 0 och
Inz — —o0) och att f(x) — 0o dd & — oo (eftersom 2?2 —3z = z%(1—2) — oo
och In x — 00). Nu kan vi rita grafen y = f(x) och ldsa av hur manga 16sningar
ekvationen f(x) = k har for olika viirden pa k (alltsd antalet skidrningar mellan

kurvan y = f(x) och den horisontella linjen y = k):

Y f(z) = o0
1+
1 x
y=A
—9 |
y=-2
flz) = —o0

Svar: Lat A = f(3) = =2 —In2 (=~ —1,94). Ekvationen har en 16sning om
k < —2eller k > A, tva losningar om k = —2 eller k = A, samt tre 16sningar
om —2 < k < A.



-2
3. (a) Den gemensamma faktorn z — 2 kan strykas, vilket ger att * =

3 —8
2 = = — ! _ L ddz—2
(r—2)(z2+22+4) 22+20+4  4+4+4 12 ’
1 3
(b) t=1—50"ddz — 00,58 lim ln+ln(:v+3)> — lim 2l 20—
xT—r00 x T—>00 x
1 In(1+ 3t
lim —In(1+3¢) = lim 3- In(1 +3t) =3 -1 = 3, enligt ett standard-
t—0+ ¢ t—0+ 3t
griansvarde.
© In(4 - 27) In2% +In4 rIn2+In4 In2 -+ 4 R
C fd — —
In(Bzr+e®) Ine*+In(1+2) z+h(1+3) 1+2n@1+3)
In2+0

—— _ _In2diz— oo
1+0-In(1+0)

Svar: (a) % (b)3 (c)In2.

zZ

4. (a) Analysens huvudsats ger direkt att f/(z) = e~
h) —
(b) Derivatan av f(z) = €2 ir f/(x) = 2%, eftersom ’llirr%) M =
o
2(z+h) _ 2z 2z (,2h _ 1 2h 1
lim;:lime ¢ ) :1im262””~67:262:”'1,en—
h—0 h h—0 h h—0 2h
ligt ett standardgransvarde.
(¢) Nej, f ar inte avtagande. Definitionen av avtagande ar att olikheten
f(z) < f(y) ska gilla for alla x,y € Dy sddana att = > y, och detta
ar inte uppfyllt héir: om vi t.ex. tar x = 1 och y = —1 finner vi ju att

f(1) =1 ar stérre &n f(—1) = —1.

5. Om allt ska ga helt ratt till bor man notera att integralen ar generaliserad i
hégra dndpunkten z = 1, eftersom x2/y/1 — 22 — co dd @ — 1. Efter varia-

belbytet t = arcsinz, dt = \/1‘1167, far man dock en vanlig (ej generaliserad)

integral igen:

arcsin b
dx = lim = lim (sint)? dt

/1 x? /bx2 dx
0 \/]_—[EQ b—1— 0 \/]_—(]}'2 b—1— 0

/2 ™21 _ cos 2t t  sin2t]™?
:/ sithdt:/ R CE P — (I—O)—(O—O).
o o 2 2 T4 |, 4

Svar: 7/4.



6. Funktionen f(z) = z — 2+ arctan 2 — 2 In(4 + 2?) ir definierad for z # 0, och
derivatan &r

—2/z? .20 (4+2%)-2-3z (z—1)(z-2)

!
-1 _ - -
f(x) +1+(2)2 4_‘_:52 4+x2 4_1_3«:2 ’
x
vilket ger foljande teckentabell:
x 0 1 2
z—1 | — — + +
x—2 | — — - 0 +
4+a% | + + + +
ffl@) |+ & + 0 — 0 +
fx) |/ di,jf. VARSI VI

Gransvarden:

flz)= =z <1—31‘;‘”—§iln(;2+1)> —2-+arctan 2 — oo, da x — oo,
—00 —0

41—3-0—%40-0:1

fley= =z +(f%)ln(4+x2)72+arctan% — —00, da x — —o0,
~ —.—— ———
——00 ——00 —0

3
fz)=2—-2—>In(4+2%)4arctan 2 — —2 —3In2 + E, da = — 0F.
2 N 2

P
—*5

—0-2—3In4
Y

1 1

—2-3In2+ T |

—2—-3In2-7 4

f(@) = —o0

Svar: Lokalt maximum f(1) = —1 + arctan2 — 2 In 5, lokalt minimum f(2) =
T- %ln 8, inga lodréta eller vagriata asymptoter.



7. Variabelbytet s = e~ ger

-t _—x ]_ —x se”” - ]-
f(x) = lim € <ee ¢ 1> = lim <ese 1) = lim & e l-e™®,

t—o0 s—0t+ S s—0+ se™ %

enligt ett standardgriansvéirde. Och grafen for f(z) = e™* &r ju vélbekant:

Y




