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Inga hjédlpmedel ar tillatna.
Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter (n = 3,4,5).
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1. Skissa grafen till funktionen f(z) = 1 :— xQ
T

minima, samt lodriata och vagriata asymptoter, om sadana finns.

+ arctan z. Ange alla lokala maxima och

2. Undersok griansvérdena

(a) lim

r—0 2% — ]

sin 3x (b) lim sin 3z (C) lim sin 3x

r—o00 2% — ] T——o00 2% — 1"

3. (a) Definiera vad som menas med att f dr kontinuerlig i punkten z = 3.

(b) Bestdm derivatan av f(x) = 2* med hjilp av derivatans definition.

(¢) Bestam f/(x), di f(z) = / 1<2d—t+t>

4. Bestam, for varje reellt viarde pa a, en primitiv funktion till

* arctan x
5. Beréikna/ ——dx
1

12

2 +a

In (c(2? — 3))

6. Bestam alla tal ¢ > 0 sadana att ekvationen = 1 har exakt tva olika

16sningar.

7. Lat f(x) = arcsinz 4+ V1 — 2. Visa att f har vénsterderivata i punkten x = 1 och
att f7(1) = lim f'(x).
Tz—1~
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1. Funktionen f(z) = 11_;;”2 +arctan  &r definierad for alla reella = (dvs. Dy = R)
och kontinuerlig, sa det finns inga lodrita asymptoter. Linjerna y = /2 ar
vagréita asymptoter eftersom f(z) — 7/2 dd * — oo och f(z) — —7/2 da

T — —oo. Derivatan ar

f,()_l-(1+x2)—(1+x)~2x 1 2(1l-ux)
= (1 +a2)2 1+22  (1+a2)2

vilket ger féljande enkla teckentabell:

T 1
20 —=z) | + -
(1+2%)? | + +
file) |+ 0 -
f@) |/ e

Funktionen har alltsa lokalt (t.o.m. globalt) maximum i £ = 1, men inga
lokala minima.

(SIE]

Svar: Lokalt maximum f(1) = 1+ 7, vagrita asymptoter y = 7/2 (da  — 00)
ochy=—-7/2 (dd z - —0o0).

sin 3z 3 sindz 2z 3 3 ., .
2. (a) e _1-3 35 21 '3 1-1= 3 da z — 0, enligt standard-
grinsvarden.
in3
(b) S;;l T~ sin3z - o —0da z — oo.
e — 1 —— (& —
begransad -0

(c) Nédmnaren €2* — 1 gir mot —1 d& z — —o0, medan téljaren saknar
gransvérde (sin 3z oscillerar mellan —1 och +1). Diarmed saknar dven
kvoten gransvirde dd  — —oo (godtyckligt 1angt till véinster pa tallinjen
finns det punkter dir kvoten ar nédra 1 och andra punkter dir den &r
nira —1).

Svar: (a) = (b) 0 (c) Griansvérde saknas.



3. (a) Det betyder att 3 € Dy och f(x) — f(3) d& & — 3. (Eller, som specialfall,
att 3 &r en isolerad punkt i Dy; i detta fall ar gréansvérdet lim,_,3 f(x)
ej definierat, men f ridknas dnda som kontinuerlig.)

vy (x4 h)PE—a? _
(b) f(x)_flbl—%ih —}L%(QQU—&—h)—Qx.

(c) Integranden ar kontinuerlig, s& enligt analysens huvudsats ar f'(z) =
1

In(2 4 z2)

4. Vi delar upp i tre fall:

1
° Oma:OSé’Lér/ du :/d—xz—f—i—c.

2 4+ a 2 T
. . . dx dx 1 dx
. Oma>Osatterv1b:\/Eochfar/xQ_i_a:/x2+b2 1)2/1—1—(36/1))2
L rctan & 4
— arctan — .
b b
d d
e Om a < 0 satter vi ¢ = y/—a och far / A / x =
22 +a x2 — 2
1 1 1 1 —
— ( - )da::lnx c—l—C.
2c r—c xT+c 2c Tr+c
1 1 1 — /=
Svar:fEJrC’oma:(), %arctan%+00ma>0, 2\/77a1n er\/jZJr
C oma < 0.
5. Primitiv funktion (fér « > 0):
1 -1 —1 1
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Detta ger
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Ine(@®=3)) _ 1 pharg
x

6. Eftersom ¢ > 0 enligt forutsittning s& &r ekvationen
meningsfull om 22 — 3 > 0, dvs. om |z| > v/3. For dessa z kan vi skriva om
ekvationen som Inc + In(z? — 3) = =, alltsd

z —1In(z? - 3) =Inc.

—_————
f(z)
Vi déper vinsterledet till f(z). Funktionen f ér definierad for |z| > v/3 och har
dér derivatan f'(z) =1— 3% = (w;?’z)gﬂ), vilket ger foljande teckentabell:
T -3 V3 3

xr—3 — irrelevant — 0 +

T + 1 — irrelevant + +

1’2 — 3 —+ O irrelevant 0 + —+

'@ |+ o ak e — 0+

f@) |/ g dek ax Nk S

Grinsvirden: f(z) — oo dd  — (v3)T och dd © — (—v/3)~ (eftersom

logaritmtermen gar mot —oo), samt f(z) = =z (1 - @) — +oo da

x — *oo (eftersom In(z’=3) _ 2lnjeltln(i-3277) _ 2%—“%' + 1 In(1-3272) —

2:040-In1=0, enligt? ett standardgféinsvéirde).

Y

/y:f(m)
y=f(3)=3—1n6

Ur grafen avldser vi att ekvationen f(z) = Inc har exakt tva losningar om
och endast om Inc = f(3) = 3 — In6, vilket ger ¢ = €2/6.

Svar: ¢ = €2 /6.



7. Funktionen f(z) = arcsinz + /1 — 22 &r kontinuerlig pd det slutna intervallet
[—1,1] och deriverbar pa det 6ppna intervallet |—1, 1[, med derivatan

(@) 1 n —2x 1-—2z 1-z
€Tr) = = == .
V-2 2/i-2 Vi Vits
Detta betyder att medelvardessatsen for derivator kan tillimpas pa intervallet
[c,1], ddr —1 < ¢ < 1. Vad den séger ar att

f(1) = flo)
1—c

= ['(€(c)) (%)
for nagot £(c) € ]e, 1[.

—f1
Kom ihag att vansterderivatan f’ (1) definieras som lim L{()
c—1— C —
gransvardet existerar). Eftersom ¢ < £(¢) < 1 s& ger instdngningsregeln att
&(¢) = 17 om ¢ — 17, och vi far darfor

(om

Jim T = Lo )] = i st
|rz=&e)=>17 ] . , . 11—z
| diceo1- | T m )= limoy e =0,

s& viinsterderivatan f’ (1) existerar och ér lika med lim f/(x) = 0.
r—1-



