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Inga hjédlpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter (n = 3,4,5).
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En axelparallell rektangel har sina horn pa ellipsen — + i 1 (dara>0, b>0).
a

Vad dr den storsta area en sadan rektangel kan ha?

(a) Definiera vad som menas med att f &r stréngt vixande pa intervallet I.
(b) Visa att om ¢'(z) > 0 pa det 6ppna intervallet I sa dr g stringt vixande pa I.

(c) Antag att funktionen h har egenskapen att h(x + 1) > h(z) for alla x. Maste
h vara striangt vixande? Ge bevis eller motexempel.
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1.

Sitt f(x) = In(1 + 2?) 4+ % for = € R. Vi soker antalet losningar till
ekvationen f(x) = 4. Notera att f &r en jimn funktion, samt att f(z) — oo

da x — +oo. Derivatan ar

2x 5-2z 2z(x + 2)(x — 2)

fe) =1~ Grop - azey

vilket ger foljande teckentabell:

x -2 0 2
t+2 [ - 0 + + +
2z — - 0 + +
x—2 — — - 0 +

(14+22)? | + + + +
ff@ |- 0 + 0 - 0 +
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Funktionen har alltsa lokalt maximum f(0) = 5 > 4 och lokalt minimum
f(£2) =1+1n5 < 4 (eftersom e < 5 < e? s& ér ju 1 < Inb < 2). Nu kan vi
rita grafen y = f(x) och avlisa att den skér linjen y = 4 fyra ganger:
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Svar: Ekvationen har fyra lésningar.



2. (a) Variabelbytet t = sinx ger foﬂ/Q cos® v dr = Oﬂ/z(l —sin?z)cosz dr =

fo@ ey =[t- %], =3

(b) Vgriabelbytet t = +/z, f6ljt av partie121 integration, ger f(jl arctan ﬁde =
Jo 2tarctantdt = [t*arctant]f — [[¢* - 3z dt = 4arctan2 — [7(1 —
ﬁ) dt = 4arctan2 — [t — arctant]3 = 5arctan 2 — 2.

(¢) Innan man forsoker berikna primitiv funktion maste man gora sig av
med beloppstecknen, med hjilp av falluppdelning eller pa annat sétt.

Enklast dr kanske att utnyttja symmetrin:

2 2
/ || dz = 2/ |z|dz  (integranden |z| 4r en jamn funktion)
-2 0

2

= 2/ xdr  (Jz| =z i integrationsintervallet 0 < z < 2)
0

= 7 =4

(Man kan dven latt se svaret geometriskt; arean under grafen utgors ju
helt enkelt av tva trianglar.)

Svar: (a) % (b) barctan2 —2  (c) 4.

sinbx __ 5 sinbz _ 2z 5 . . _ 5 2 : _
3. (a) T T 5 he e — 5-1-1 =5 da x — 0, enligt standard
griansvarden.

(b) Variabelbytet = —t ger Va2 + o — Va2 +22 = V12 —t — /12 — 2t =
CO-20 _ >0 =——L — L =1dat—oood
/2 —t\/i2—2t or - 1_%_"_ 1_% +1 — 2 a oo, Avs.
d&d z — —oo0.
(c) (1 —32) /2 = [a® = !"?] = exp (—%W) — exp(—3-1) d&
x — 0, enligt ett standardgransvérde.

Svar: (a) g (b) % (c) e3/2,

4. Variabelbytet ¢t = Ina (med dt = df, t=1daz=e,samt t — oo dd z — o0)

ger
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Svar: n—g



5.

6.

Koordinaterna for det rektangelhérn som ligger i forsta kvadranten kan skrivas
(z,y) = (acosp,bsing), dir 0 < ¢ < 7. Da blir rektangelns area A(p) =
4-acosg-bsin g = 2absin 2¢p, vilket uppenbart som mest blir 2ab (da ¢ = 7).

Svar: 2ab.

(Alternativ metod: Skriv hérnets koordinater som (z, 2v/a? — 22) och gér en vanlig
funktionsundersokning av arean A(z) =4 -x - gx/az — a2 for 0 < z < a; storsta
virdet fas d& = = a/V/2.)

(a) f ségs vara strangt vixande pa intervallet I ifall olikheten f(z1) < f(x2)
giller for alla par av punkter (z1,x9) sddana att 1 < x2 och z1,z9 € I.

(b) Lat 1 och xg vara tva godtyckliga punkter i I med z; < x5. Eftersom
g ar deriverbar pa I si ar g forstas deriverbar pa delintervallet |x1, 2],
samt kontinuerlig i punkterna z; och zs. Darmed ar forutsidttningarna
uppfyllda for att vi ska kunna tillampa medelvéirdessatsen for derivator
pa intervallet [z1,x2]; enligt denna sats finns det en punkt & € |1, 2|

g(x2) — g(@1)

X9 — I
alla © € I, alltsa géller i synnerhet att ¢’(€) > 0, vilket medfor att

sddan att ¢'(§) = . Enligt forutsittning ar ¢'(z) > 0 for

g(xa) — g(x1) = ¢'(§) (w2 —21) >0,
> %

dvs. g(z2) > g(z1), vilket skulle visas.

(¢) Nej, h maste inte vara stringt vixande. En funktion med egenskapen
h(z+1) = h(z) 4+ 1 for alla z (och ddrmed h(xz + 1) > h(z) for alla x)
kan konstrueras genom att man definierar h(z) helt godtyckligt (t.ex.
avtagande) for 0 < z < 1 och sedan sitter h(n +z) =n+h(z) forn € Z
och 0 < x < 1. Ett enkelt konkret exempel ar

h(z) = x + sin 27z,

som uppfyller h(x 4+ 1) = h(x) + 1 > h(z), men inte &r stréngt vixande
pa R, vilket man ser pd att derivatan h'(x) = 14 27 cos 2wx ar negativ i
vissa intervall (den oscillerar ju mellan 1 — 27 < 0 och 1 4 27 > 0).

y = h(xz) =z + sin 27z




7. Fixera ett godtyckligt heltal n > 1 och lat f(z) = ze /™. Fran f'(z) =
(1 — £)e=®/™ ser man att f &r viixande pa [0,n] och avtagande pa [n,oo[, s&

/0 e <3200 < /0 ) i+ f(n)

och )
2n n 2n
fl@yds — fn) < > f(k) < f(z)dz
n k=n-+1 n

Ledvis addition av olikheterna ger

2n 2n 2n
; flx)de = f(n) <Y f(k) < ; f(x) dx + f(n).
k=1
Om vi beraknar fo%;ve_x/"dac = [~n(z +n)e /72" = (1 — 3e=2)n? och

dividerar alla leden med n? har vi alltsd visat att foljande olikhet giller for
varje n > 1:
(1—-3e7?)n% — ne~ 1 & o—k/ (1-3e7?)n% +ne !
< . n
Sz E <

b
n? n?

k=1

dvs.
—1

—2 € ok —k/n -2, €
1—3e Z—Z <1-3e2+—.

n

L&t nun — co. Bada ytterleden gar d& mot 1—3e~2, s enligt instingningsregeln
gbr ocksé summan i mitten det.

2n k
. 1' _ —k/n — 1 _ —2.
Svar nl_{%O; 3 e 3e

(Om man kénner till Riemannsummor (6verkurs) kan man istillet argumentera pa
foljande mycket enklare sitt: eftersom summan

2n

Z e kM. 2 Zg zr) - (Th — Th—1)

k=1

ar en Riemannsumma for g(x) = ze™” pa intervallet [0, 2] med indelningspunkterna
zr = £, s& konvergerar den mot integralen f02 g(@)dr =[—(z+1)e "3 =1—3e2
dd n — co.)



