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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poang. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n = 3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Lat f(z) = (3 —42)e > for 2 € R. Bestdm viirdeméngden Vi.

2. Undersok foljande gréansviarden:

. 22 —5x+6 . Cos : 1 4
(@ e 0) lmom () i (2l ineaet)

3. Beridkna foljande primitiva funktioner:

(a) / sin2zcoszdr (b / el (o / arctan /7 dz

22 +4r+5

4. (a) Definiera vad som menas med att f &r kontinuerlig i punkten a.
(b) Definiera vad som menas med att f &r deriverbar i punkten a.

(c) Definiera vad som menas med att f ar stringt vixande pa intervallet I.

5. Beréikna/ Mdz.
1 z

6. Bestdm (for alla virden pa konstanten k& € R) antalet reella 16sningar till ekvationen

1
Va2 —1=k+ 4arcsin (—) )
T
7. Visa att g = f', dar
Todt T
_ £ ™
f(z) | cost or |z| < 5

och

cosht

(Vi paminner om definitionen av cosinus hyperbolicus: cosht = (e’ +e7").)

Toodt
g(z) = / for z € R.
0
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1. Vi kan notera att f(z) = (3 — 4z)e™>" har ett uppenbart nollstélle i z = 3,

och ar positiv till vinster om denna punkt och negativ till hoger. Derivatan ar
F(@) = —4e72 4 (3 — da)(—4z)e 2 = 16(z — 1)(x + 1)e 27,

vilket ger féljande teckentabell:

x -1 1
z+1 |- 0 + +
z—1 — - 0 +

162" | + + +
fl@) |+ 0 — 0 +
ACONN A - SV

Funktionen har alltsa lokalt maximum f (—%) = 4¢e~1/8 och lokalt minimum
2 2

f(1) = —e~2. Vidare ser vi att f(z) = 5= (2 —4) - % —0-(—4)-0=04da
e X

x — +oo (enligt standardgrinsvirdet t/e! — 0 d& t = 222 — 00). Nu har vi

all information vi behover for att rita grafen och avlidsa vardeméngden:

Yy
4e~1/8
3
Vi
1 3
2 1 1
_e2 N—— T

(Funktionen antar naturligtvis alla mellanliggande vérden, eftersom den &r
kontinuerlig.)

Svar: Vj = [—e"2,4e71/8].



225246 (z—2)(xz—3) __
2. (a) a:2+5wj6 (Z 2)(x+3) m — —= da Tr — 2.

: _ cosT  __ cos(t+2) _ —sint __ —1 sint
(b) Variabelbytet t = 2—5 ger ;3°%5 = TP om? = T int = Tipdr ot

Z—; -1dat— 0 (dvs. d&  — 7), enligt ett standardgrinsvérde.
(¢) 2Inz — 1n(2432%) = —Lm 2% — _Lin(2 +3) » —LIn(0+3) da
x — oo (eftersom logaritmfunktionen &r kontlnuerhg).

Svar: (a) =+ (b) =% (¢ —n3,

3. (a) Det finns flera sétt. Sinus av dubbla vinkeln ger [sin2zcoszdr =
J 2sinz cos? xdr = —% cos? z + C. Omskrivning av produkten till en

summa ger [ sin 2z cos x dz = % [ (sin 3z+sin z)dz = —% cos Sm—% cos T+

C. Att partialintegrera tva ganger och 16sa ut den sokta primitiven ger
[sin2z coszdr = —4(sin 2z sinx + 2 cos 2z cosz) + C. (Alla tre svaren

ar lika, med samma C till och med.)

(b) Variabelbytet t =42 (med dt = dr) ger [ il dr = [ =5 dt =
3/ A% -3 [ = In(t? +1) — arctant + C = §In(a? +4x+5)
3arctan(x + 2) + C.

(c) Variabelbytet t = /z (med x = t? och dx = 2tdt) ger [arctan f dx =
[ 2tarctantdt = t* arctant — [ #*- 5k dt = > arctant— [ (1 )dt =

t?arctant — t + arctant + C = (x + 1) arctan /2 — /x + C.

1+i§2

4. (a) f ségs vara kontinuerlig i punkten a ifall a € Dy och f(z) — f(a) da
x — a (eller om a &r en isolerad punkt i Dy).

(b) f sdgs vara deriverbar i punkten a ifall f &r definierad i en omgivning

av a och gransvérdet lim W existerar (dndligt).

r—a
(c) f sigs vara strangt vixande pa intervallet I ifall f(x) < f(y) nédrhelst
zel,yelochzx<y.
(Observera att begreppet derivata inte nimns i definitionen av stringt
vixande.)

5. Partiell integration och sedan partialbraksuppdelning ger

“In(l + x) -1 ¥ “ -1 1
———dzr=|=— In(1 — — —d
/1 x3 * {2:@ n( +£)L /1 222 1+a

In2 Inm(l4+w) 1 /1 -1 1
e ——— —_ p— —_— —_— d
2 2w? +2/1 9:2+ x +1+x *

_ In2 Inw+In(1+1) 1{—

w

—Inz+1In(1+ x)}

2 202 2 )
Inw 1 1 1 1 1
= (2 o m(1+—)) =+ 1+ )42
(2w2+22n<+ )) 2w +2n< +w>+2
11
- ‘Inl 711 =z
0+0-In1)—0+ +5=3

da w — oo (enligt standardgriansvirdet t‘—f — 0 for ae > 0 och for att logaritm-
funktionen &r kontinuerlig). (Som rimlighetskontroll kan man f6rresten notera
att svaret maste bli positivt eftersom ln(iijx) > 0 nér x € [1,00[.)

Svar:/ Mdaz:l.
1

x3 2



6. Vi ska rdkna antalet losningar till ekvationen f(x) = k, dar f(z) = Va2 —1—
4arcsin (1) for |z| > 1. Derivatan ér

() = x 4 —21:( x> 4 |x| )1

Va2 —1 \/1— (1/z)? = Va2 —1 \/x2 -1
22+ 4
x\/ﬁ, .T>1,
2 —4
r < —1.

Va2 =1’
For z > 1 géller uppenbart f’(z) > 0. Funktionen f &r kontinuerlig &nda ut i
andpunkten x = 1, dven om derivatan f’ ar odefinierad dér (grafens tangent
ar lodrét), sa pa intervallet [1,00[ 4r f stringt vixande, med minsta virde
f(1) = 0—4arcsin 1 = —27. I fallet < —1 faktoriserar vi 2% —4 = (2 —2)(2+2)
och gor teckentabell:

T -2 —1
T+2 - 0 +
x—2 | — —
T _ _
2 -1 + + 0
@ |- 0 + @
FCO RN I VI A

Insdttning ger att det lokala minimivirdet ar f(—2) = /3 — 4arcsin(—3) =

V3+2m/3 och vardet i &ndpunkten ar f(—1) = 0— 4 arcsin(—1) = 27. Vidare

giller att f(x) = |z| /1 — (1/2)? — 4arcsin(1l/xz) — oo dd  — +oo. (Vi ser
att f(z) ~ |x| néir |z| ar stort, vilket kan vara anvandbart nir man ritar

grafen.) Antalet 16sningar till ekvationen f(z) = k kan nu avlisas som antalet
skdrningar mellan grafen y = f(x) och den horisontella linjen y = k, for olika
véarden pa k:

Tre skérningar hér

En skdrning har
(osv.)

Svar: Inga l6sningar om k < —27, en l6sning om —27 < k < v/3 4 27/3, tva
l6sningar om k = /3 + 27/3 eller k > 27, och tre 16sningar om /3 + 27/3 <
k < 2m.



7. Bade f och g ar inverterbara, eftersom de ar stringt vixande — deras derivator

f'(z) = == och ¢’(z) = 2— &r ju bada positiva (i de angivna intervallen).

Vi berdknar g(z) (som for 6vrigt kallas Gudermanns funktion):

()_/“‘ dt _/“ dt _/“ 2¢'dt
9\ = o cosht Jo (et +et) Jy 14 (e')?

x
= {2 arctan et} = 2arctane” —
0

vl 3

Utrdkningen

m y w m
= 2arctane” — —| R =Int (, f)7 Z
y=2arctane® — o, z € & c=htan(Z+ ly| < 5

visar att inversen till g &r

1 T ™ ™
= 1 t (7 7) s -
g (z) =Intan 3 + 1 |z| < 5

Vi ser att g7(0) =Intan T =In1 = 0 (séklart, eftersom g(0) = 0_di_ _ )

— JO cosht
och att derivatan av g—' ar
_ 1 3 1
(g l)l(z): x T 2925 P :2~ x ™ z T
tan (5 + %) cos?(5+F) 2sin(5+F)cos(5+7)
- 1 1
~osin(z+3%)  cosz’
- Todt . . .
Alltsd dr g~ (z) = / i f(x), dvs. f och g dr varandras inverser, vilket
o COS

skulle visas.



