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Inga hjédlpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter (n = 3,4,5).
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1. Skissa grafen till funktionen f(z) =2Ilnx — 3 In(1+ 2*) — 3arctan z. Ange alla lokala

maxima och minima, samt lodridta och vagridta asymptoter, om sadana finns.

2. Undersok gransvirdena
1 In(1 -3 In(2* 10
(a) lim ., o —32) (c) lim In(2* +27)
z—=00 /22 + 21 — /22 — 3z =0 e —1 z—o0  elthne

3. Bestdm en primitiv funktion till
Inz sinx

— b

@) o (v)

4. Du ska tillverka en lada (utan lock) med kvadratisk botten och rektangulédra sidor.

Materialet till botten kostar 400 kr/m? och materialet till sidoytorna kostar 25 kr/m?.

Ladans totala volym ska vara 1 m?. Vad dr den ldgsta materialkostnaden for att bygga
en sadan lada?

I E— (c) e *sin .
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COS° T + cosx
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5. Berakna / dt
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_ " . : : arctan k " N ,
6. For vilka virden pa a existerar lim E ———— 7 Bestém grénsvérdet for dessa a.
n—oo n
k=1

7. Funktionen f &r kontinuerlig och f(z) > 0 da a < x < b. Visa att det finns minst ett

b ¢ b
tal £ € [a, b] sadant att/ xf(x)dx—b/ f(x) dx+a/£ f(z)dx.
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1. Funktionen f(z) = 2Inz — 1In(1 + z?) — 3arctanx ar definierad fér > 0.
Linjen = 0 dr en lodrit asymptot eftersom f(x) — —oo d& x — 07 (pa
grund av termen 2Inz). Derivatan dr

b2 x 3 (r—-1)(z—2)
f(m)_g_l—&—aﬂ 1+a22  z(1+22)

vilket ger foljande teckentabell:

T 0 1 2
z—1 - 0 + +
xr — 2 — _ 0 +

z(1+a?) + + +
floy |3 + 0 — 0 +
flz) |3 7 kN Kk A

Funktionen har alltsa lokalt maximum f(1) = —%In2 — 37/4 (uppenbart
negativt) och lokalt minimum f(2) =2In2 — 1In5 — 3arctan 2.

Genom att skriva f(z) = In % —3arctanz = Inz—Inv2~2 + 1-3arctan x
ser man att f(x) — oo dd © — oo (eftersom Inz — oo; de andra termerna gar
mot —0 — 37 /2). Speciellt saknar funktionen vagrit asymptot. (Tillvixten ar
dock ganska langsam; vi har f(z) ~ lnx — 37/2 for stora x, sd f blir inte ens
positiv forrén lite innan = e3™/2 &~ 111; numerisk 16sning pa dator visar att
nollstéllet ligger vid « ~ 108.)
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Svar: Funktionen har lokalt maximum for = 1 och lokalt minimum for z = 2.

Linjen x = 0 ar en lodrit asymptot. Vagriat asympot saknas (f(z) — oo da
T — 00).
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2. (a) Genom att férlinga med konjugatuttrycket finner man att s riy i

P P .. 142/z++/1-3/x o
BT o 05 0) = VT 15122 44 o

(b) lne(zlm_f’f) =-3 ln(igi’w) 22— —2.1.1=-3 dd z — 0, enligt standard-
grinsvarden.
In(2® 420 In(2® (1420 /2" In 24+In(1+=10 /2" Ir 10

(c) Mt = RECTED — sl 2 — 24 L1457

xe
1“72 +0-Inl1= 1“72 d& z — oo, enligt standardgrénsvarden.

Svar: (a) 2 (b) =2 (c) 12,



3. (a) Partiell integration ger [z~ Y/2Inzdr = 20/ 2Inx — [22'/22 1 de =
2yzlnz — 4z + C.
(b) Variabelbytet ¢ = cosx (med dt = — sin x dz) och partialbraksuppdelning
ger f coss-;nmj-igsz = f t(l_—&(-i;) = f(l—&-% - %)dt = %1n(1+t2) —In |t| +C =
21In(1 + cos? z) — In|cos z| + C.
(c) Standardmetoder ger [e™%*sinzdr = —te 2*(2sinz + cosz) + C. (Det
demonstreras i laroboken hur man goér med upprepad partiell integration,
med hjélp av den komplexa exponentialfunktionen, eller med en ansats.)

4. Om bottenkvadratens sidléngd dr  m och hojden &r y m, sa &r ladans volym
2%y m3, och materialkostnaden blir 40022 + 4 - 252y kr. Villkoret att volymen
ska vara 1 m® framtvingar y = 1/22, vilket insatt i uttrycket for kostnaden
ger den funktion som vi ska minimera, f(z) = 40022 + 100/z (definierad for
x > 0 sdklart). Derivatan &r f'(z) = 800z — 100/z% = 100(8z* — 1) /22. (Om
man strikt foljer standardproceduren si faktoriserar man 822 — 1 ytterligare,
men eftersom 23 #r stringt vixande sd kan man ju ocksé enkelt se att 8z3 — 1
véxlar tecken vid x = 1/2.) Teckentabell:

x 0 1/2
83 — 1 - 0 +
z? + +
fi) |g = 0+
f(z) dijf. Nk S

Av detta ser man att det lokala minimivérdet f(1/2) = 300 ocksa &r ett globalt
minimum. (Vi kan dven notera grinsvirdena f(z) — oo d& z — 07 och d&
T — 00. Storsta viarde saknas alltsa, sd& man kan bygga en godtycklig dyr lada
ifall man skulle ha lust med det!)

Svar: 300 kr (da kvadratens sidlangd dr 1/2 m och hojden &r 4 m).

5. Primitiv funktion beréiknas med variabelbytet x = e’ (och dx = et dt) foljt av
1 1/2 1/2 14 1/4 12

partialbrdksuppdelningen —r— = /= — e i dl el Detta
ger
o0 t (o ]
[t [
1 oeft—1 e -1
= lim {1111 x_l’—larctanx]w
w—oo |4 r+1 2 .
= lim <1ln - 1w —1arctanw) — <llne_1—1arctane>
wooo \4 |14+ 1/w| 2 4 e+1 2
:szfllneilJrlarctane.
4 4 e+1 2

1 1 el _ m
Svar: 5 arctane + 7 In &5 — 7.



6. Vi uppskattar summan S,, = Ziil arctan k med hjilp av integralen I,, =
fo% arctan z dx. Eftersom arctan z ar vixande sa ser man (med hjalp av den
vanliga figuren) att

I, <8, <1, + arctan 2n.

Knepet att skjuta in en etta och partialintegrera ger oss I,, = 2n arctan 2n —
#In(1 4 4n?). Sétt in detta i dubbelolikheten ovan, och dividera alla led med
n® for att i mitten fa summan som uppgiften handlade om:

In(1+ 4n2)> i arctan k

<
2n na

=@ <2 arctan 2n —
k=1

In(1 + 4n?
<nl™e ((2 +n~ 1) arctan 2n — n(—i—n)) .

2n

Parenteserna i ytterleden gar bada mot 2- 5 —0 = 7 da n — oo (ty % =
n g Lin(n=2 +4) — 0+ 0-In4 enligt ett standardgréinsvéirde), medan
den ytterligare faktorn n'~® gir mot odndligheten om a < 1, mot ett om
a =1, och mot noll om a > 1. Ytterleden gar alltsa i de tre fallen mot oo, 7

respektive 0, och enligt instdngningsregeln maste summan gora detsamma.
Svar: Gransvardet existerar (i egentlig mening) om och endast om a > 1, och
det ar m ifall a = 1 och 0 ifall a > 1.

7. Antag att a < z < b. D& ar f(z) ickenegativ enligt forutsittning, sa ifall
vi multiplicerar varje led med f(z) ska vi behalla olikheternas riktning:
af(z) <z f(x) <bf(z). Ledvis integration fran « till b ger ddrmed

a/abf(x)da;§/aba:f(x)da:§b/abf(m)dac.

Inspirerade av vad som stéar i hogerledet i pastaendet som ska bevisas definierar
vi nu hjélpfunktionen

t b
g(t) :b/ f(x)da:+a/t f(z)dx, for t € [a,b].

Dé dr g(a) = 0+a f; f(z)dx och g(b) = bf; f(z) dz+0, sd vad dubbelolikheten

ovan siger ar att talet C' = ff x f(x)dz (som star i vinsterledet i pastdendet
som ska bevisas) ligger mellan talen g(a) och g(b):

gla) <C < g(b).

Funktionen g ar kontinuerlig (den ar ju t.o.m. deriverbar enligt analysens
huvudsats, eftersom f enligt forutsiattning ar kontinuerlig). Darmed kan vi
aberopa satsen om mellanliggande virde, som séger att det finns ett tal
€ € [a,b] sadant att C' = g(&), och detta var ju precis vad som skulle visas.
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