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Inga hjédlpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Skissa grafen till funktionen f(x) = arctan(x — 1) — 2In(x + 1). Ange alla lokala
maxima och minima, samt lodriata och vagridta asymptoter, om sadana finns.

2. Undersok gransvirdena

_In(1 — 3x) . (3-2°42) . 22+52+6
(2) :lcli% e —1 (b) g}g}o 4* —Inx (c) glgg 2+r—6
3. Bestdm en primitiv funktion till
3
1

(a) (2 +1)e*™ (b) ‘ +1 (¢) (34 cosxz)”sin 2.

x J—

2+ 3

4. Bestdm virdeméngden till funktionen f(z) =

e e] t _ 1
5. Berdkna / Qte— dt
o €%+ 2et+42

rx—1"

= 17
6. Visa att g kle k< — for alla heltal n > 1.
e
k=1

7. Berakna lim (

n—oo

nn+1+(n+1)n n
nn—i—l :



Losningsskisser for TATA41 2013-08-29

1. Funktionen f(z) = arctan(x — 1) — 2In(z + 1) &r definierad for > —1. Linjen
x = —1 &r en lodrit asymptot eftersom f(z) — oo dd x — (—1)T. Vagrita
asymptoter saknas, eftersom f(x) — —oo da  — oo. Derivatan &r

1 2 —(x—1)(2z - 3)

A T e (e FE )

vilket ger foljande teckentabell:

x -1 1 s
—(x—1) + 0 - -
22 -3 — - 0 +
(1+(@-1DH(xz+1) + + +
f(x) o - 0+ 0 -
Funktionen har alltsd lokalt minimum f(1) = —2In2 och lokalt maximum
f(3) = arctan3 — 2In3 (vilket &r negativt, eftersom arctan: < 1 och
2In2 >2In2=1In4 > 1).
)
1 =+
N 2
2
2. (a) lne(zl[_‘gf) = *%%@?—1 ——3.1.1=—-3did 2 — 0, enligt standard-
griansvarden.
x )2
(b) (i'f _?:22 = (?til) — (31+_00)2 = 9di x — oo, enligt standardgransvérden.
23

(c) Nir o — 2% i uttrycket ”;2215;%6 s gar tiljaren mot 20 och ndmnaren
mot 0F. Hogergrénsvirdet blir dirfér +o0o och vinstergrinsvirdet —oo;

de ar olika, s& uttrycket saknar gransvarde da x — 2.

Svar: (a) =2 (b) 9 (c) Grénsvirde saknas.




2z

3. (a) Upprepade partiella integrationer ger [(2? 4+ 1)e**dx = (2* + 1) —
2z & +2e +C= (32— 1o+ 3)e* +C.

(b) Polynomdlwsmn ger [ “;j'll de= [(2? + o+ 1+ 27 )de = La% + 122 +
x+2Injz -1+ C.
(c) Variabelbytet ¢ = cosx, dt = —sinzdx ger (3 + cosz)?sin2zdr =

2f (3+cosx)? cosxsinxdm——Qf 3+1)2tdt = -2 [( t3+6t2+9t)dt:
—(3t* + 4t + 9t?) + C = —(5 cos*  + 4 cos® v + 9 cos? z) + C.

4. Funktionen f(z) = f_*f’ = x + 1+ % #r definierad fér  # 1 och har

. / 1 4 _ (z4+1)(z— 3)
derivatan f'(z) =1 oD = i
x -1 1 3
z+1 - 0 + + +
x—3 | — — - 0 +
(-1 | + + 0 + +
flay |+ 0 = & — 0+
ACORNN IZG - VI VI

Grinsvirden: f(x) — o0 di o — +oo, samt f(x) — Foo di x — 1%. Lokalt
maximum f(—1) = —2, lokalt minimum f(3) = 6. Nu har vi den information
vi behover for att rita grafen och ur denna avlésa virdeméngden V.

Svar: Vy = |—o00, —2] U [6, o0].

5. Variabelbytet o = e?, dt = dx/x, f6ljt av partialbriksuppdelning, ger
/°° et —1 dt_/m -1 d
o €X+2t+2  fi 2242042 2
1 /°° r+4 1
= —— ) dx
2/, \#?+22+2 =z
1

-3 (Errsis) e

= wh_)rrgo [+In(2® + 2z + 2) + S arctan(z + 1) — 1 In x]f
= hm [IIn(1+ 2 + %) + 2 arctan(z + 1)}
:O+§-%—iln5—§arctan2.

Svar: ?jf — 71n5 -2 arctan2



6. Funktionen f(z) = z%e~? &r striingt avtagande pa [2, oo, eftersom f'(z) =
(2z — 2%)e™" < 0 fér x > 2. Fér n > 3 &r summan »_,_, f(k) dirmed mindre
4n integralen f; f(z) dz (lampligen ritar man en figur for att se detta). Alltsa:

SFER)=FO)+ F2)+ ) f(k)
k=1 k=3

< F)+F@)+ / " (@) da

=el4+de? + [—e"(2® + 22 + 2)];

et+4 -2 —ng(, 2
:74'6 (A4+4+2)—e " (n"+2n+2)

3+4+10
<TI0
e
17

9
e2

for alla heltal n > 3, och eftersom summans termer ar positiva sa giller
olikheten > ;'_, f(k) < 1 d& séklart &ven for n =1 och n = 2.

7. Vi soker gransvérdet av

n™t 4 (n 4+ 1)™\" 1 \"\"
=————— | =|14+—-(1+—
s = (i) = (2 (43))
da n — oo. Till att borja med finner vi, genom att ta t = + i standard-

n
grinsvirdet lim 20D — 1 agt
t—0 t

1\" 1\" In(1+ 1
(1+n) =eXp<1n(1+n) )zexp(ln)—wsxpl:e,

da n — oco. Detta medfor att % (1 + %)n — 0-e =0, s att vi kan anvinda

samma standardgriansvarde igen, fast med ¢ = % (1 + %)n

In f(n) =nln (1+ % (1+ i>n>

1\" In(1+2
(1+ 1) Dl

—e-1,

dvs. f(n) — e°, dd n — oo.

Svar: e®.
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