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Inga hjédlpmedel ar tillatna.
Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkénda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Skissa grafen till funktionen f(z) = (3 — 4z)e 2. Ange alla lokala maxima och
minima, samt lodriata och vagriata asymptoter, om sadana finns.

2. Undersok griansvérdena

3 : 2 2
(a) lim 8 (b) lim SR(22 +327)

-2 12 — 4 z—0 ln(l + Sx) T—00 T

3. Bestam en primitiv funktion till

r—3 In(tan z) 1
. b) ) S —
(a) 2+ 2z +2 (b) cos? x (c) V=2 -2z

1
(z—=3)(14++vz—=3)

5. En rak cirkulédr cylindrisk o6ppnad konservburk har volymen V. Bestdm radien och
hojden, om burken ska fa minimal area.

4. Lat f(x) = Berikna /400 f(x)dx och /300 f(x)dx.

6. Bestam alla linjer x + y = m som har tva gemensamma punkter med grafen till
, 2
funktionen f(z) = = + 2arctanz , = > —/3.
x

b
7. Visa att lim [ f(x)-sinnxdz =0 for alla trappfunktioner f definierade pa [a, b].

n—o0 a
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1. Funktionen f(z) = (3—4x)e2*" &r definierad for alla reella z, samt uppenbart
positiv for © < 3/4 och negativ for > 3/4. Enligt standardgransvirden géller
att f(z) = 0 dd o — +o0, s linjen y = 0 ar vagrat asymptot (dd z — +o00).
Lodréata asymptoter saknas. Derivatan ar

F(z) = —4e 2 — 42(3 — dz)e 2 = 4(z — 1)(4a + 1)e 22",

vilket ger féljande teckentabell:
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Funktionen har alltsa lokalt maximum f (—%) = 4e~1/8 och lokalt minimum

f(1)=—e2
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(a) a:21r481 = J(rxjr(z)(xfzjr ) = z32+4 - % =-3dir— -2
(b) Siﬁf?fi;f;) = Si“;fﬁff) 1n(15_f5m) 2*:53“ —1-1- % = % dd z — 0, enligt
standardgransvarden.
x 2x
(¢) B2 — Lm(4((5)7 +1)) = 14" +m((5)7 +1)) = nd +
Imn((£)*+1) = In4+0-In(0+1) =In4 dd = — oo (eftersom 0 < £ < 1).

i
Svar: (a) =3 (b) 2 (c) In4.



3. (a) [ 2+21+2 de = [ (gi11)2+1 = +In((z+1)*4+1) —4arctan(z+1)+C =
1In(2? + 2z + 2) — darctan(z + 1) + C.
(b) Variabelbytet ¢t = tanz, % = —L_ ger [ 1“C<(§j§z) dr = [Intdt =

tlnt —t+ C = (In(tanz) — 1) tanz + C.
=arcsin(z + 1) + C.

f\/ 2 —2x _f\/l (z+1)2

4. Vihar f(z) = g(x—3) dér g(t) = (1+\f) (t > 0). Primitiv funktion till g hittas
med hjilp av variabelbytet t = s?, dt = 2sds (s > 0): [ g(t)dt = 322;1?5) =
2[(2- S+1)ds = 2(lns—ln(s—l—1))+C =24 0= —21n(1+ 7)+C.
Detta ger f4 r)dr = fl t)dt = hmw%m[ 21n(1 + 7)] 21111 +

2In2 =1In4. Den andra mtegralen f3 x) dx ar generaliserad bade i x = 3

och i oandhgheten sa for att den ska vara konvergent kravs att bade f 5 f(x)dx

och f4 x) dx Ar konvergenta. Men f3+8 r)dr = fa g(t)dt = [— 2111(1 +

%)] — 00 dd € — 07, s4 integralen ér divergent.

Svar: [ f(z)dx =In4, [;° f(x)dx &r divergent.

5. Om r &r radien och h hojden s& har burken volymen V = 7r? - h och arean
A =27r - h+ 2 -7 Eliminera h si att arean fis som funktion av radien:
A(r) = 2mr - 5 + 2mr? = 2¥ 4 2792 (dér v > 0). Vi ser att A(r) — oo
dé r — 0T och d& r — oo. Derivatan A'(r) = —2% + 477 = 4””;7;2‘/ =
47 (r® — %) har teckenvixlingen —04 med nollstillet r = ro = (3=)/3, som

dérmed éir det vérde pa radien som ger minimal area. Den motsvarande hojden

ar hg = 45 = 2r (VZS,Q”) = 2rg (och den minimala arean &r A(rg) = 677r7).

)13 och héjden 2(2-)1/3 (alltsa da

Svar: Mlnsta arean fas da radien &r (5-

hojden och diametern ér lika).

6. Linjen y = m — x skér grafen y = f(z) dir f(z) = m—x, alltsd f(z)+z=m
Vi siitter dérfor g(z) = f(z) + 2 = 2 + 2arctanz + x och underséker for vilka
véirden pa m som ekvationen g(x) = m har tva losningar i intervallet z > —+/3.

Derivatan ¢'(z) = =% + 1+212 +1= % ger teckentabellen
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vilket ihop med gréinsvirdena g(z) — oo dd * — oo och dd  — 07, samt det
faktum att g dr en udda funktion, ger foljande utseende hos grafen y = g(x):
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For att besvara fragan tittar vi bara pa den del av grafen diar z > —/3

(den heldragna kurvan i figuren). Denna kurva skér linjen y = m exakt tva

ganger ifall g(—v/3) < m < g(—1) eller m > g(1), dér g(+1) = £(3+ %) och
(—VB) = —(Z + 2 +V3) = —(5 + 2).

9 3 T3 N

Svar: Linjerna = + y = m med 7(% +Z)<m<—(B3+3F)ellerm>3+73.

. Om trappfunktionen f har virdet cj i intervallet xx_1 < z < x, dér a =
To< T <Tg < -+ < Ty, =b, sa blir

b
I, = / f(z)sinnzdx =

X ) Tm
cl/ sinna:dx—i—cQ/ sinnxd:c+--~+cm/ sin nx dx.
T T 1

0 x1 m—

Men for godtyckliga ¢ och d géller att

d
/ sinnx dx =
C

sal, —>c1-0+co-0+ - 4cp-0=0, vsv.

(cosnc — cosnd) — 0 da n — oo,
—_——
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