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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poédng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n = 3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Skissa grafen till funktionen f(x) = et Ange alla lokala maxima och minima,
samt lodrédta och vagriata asymptoter, om sadana finns.

2. Undersok foljande gréansvérden:

(¢) lim n(2Y"—1)

1
=7 T — 7 n—o0

3. Berdkna foljande primitiva funktioner:
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5. (a) Formulera analysens huvudsats.

d 3
b) Berskna — [ (Int)*dt.
(b) eranadx/w(n)

(c) Berikna 4 e dt.
dz [y,

n

6. Berdkna nlglgoz SRR
k=1
7. Hur manga lokala extrempunkter har f(z) = 2* + az® — 8z for olika virden pa
parametern a € R?



Losningsskisser for TATA41 2013-03-26

1. Funktionen f(x) = e®*% #r definierad for # 0, och uppenbart positiv. Da
z — oo och d& x — 07 s giller z + 2 — oo och dérmed f(z) — co. D&
z — —oo och d&  — 0~ s4 har vi istéllet z+ 2 — —oo och ddrmed f(z) — 0.
Alltsé &r linjen x = 0 lodréat asymptot, och linjen y = 0 ar vagrit asymptot
(da x — —o0). Derivatan ar

f(@) = (1 - 4) et
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vilket ger foljande teckentabell:
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Funktionen har lokalt maximum f(—2) = e~* och lokalt minimum f(2) = e*.
Graf (ej skalenlig figur, eftersom e* =~ 54,6 och e=* ~ 0,018):
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2. (a) ;63_1 B (I—ml)(izﬁ'ﬂﬁ-l) B w;f‘ra:-i-l -3 da z — 1.
(b) * — 7 medfér att ¢ = x — 7 — 0, och diarmed 62:5 _ e7+tt,e7 _
e’ % — €7 -1, enligt standardgransvarde.
(c) t=2=>0din— oo, san(2/"—1)=1(2!-1) = 7et;lf22_1 In2—1-In2,

enligt standardgriansvirde.
Svar: (a) 2 (b)e” (c) In2.
3. (a) [2+2?)%de = [(4+ 42 + 2Y)dr = 4o + 52° + La® + C.
(b) [1-arctanzdr = zarctanz— [ & 7 de = rarctanz — 5 In(1+27)+C.

sin 2z dx _ 2sinzcoszdr _ o _

(C) f cos?2 x+2cosx+2 cos?2 x+2cosx+2 [t = cosz, dt = smxdx] -
_ tdt (. _ _ _ (s—1)ds _ [ —2sds 2ds __
2f 1242t+2 — [S - t+17 ds = dt] - 2f s24+1 f s2+1 + s24+1

—In(s%2 + 1)+ 2arctan s + C' = 2arctan(1 + cos x) — In(cos? x + 2 cos = +
2)+C.



4. Partialbraksuppdelning ger 22722l — 1 2 4 2041
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Svar: 1+ % —In2.
5. (a) Se ldroboken.
(b) L [(int)2dt = —(Inx)2.
(c) & f;j e’ dt = 2we®” — 2¢47°,

6. f(z) = ;z45> dr avtagande for > 0 (eftersom téljare och ndmnare bada &r
positiva och ndmnaren ar vixande), s& ur figur fas
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Vi har [ f(x)dz = arctan £ + C, sa vi far

T 1 - n T
Z_arctanﬁ<;m<z_0.

n

. o o o . . . . n 4
Viénsterledet gar mot 7/4 da n — oo, sd instdngning ger nl;n;o ; IR

Svar: 7/4.

Anm.: Man kan ténka sig flera varianter istallet for (), t.ex.

n+1 n n
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eller
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Dessa uppskattningar ger lite andra rakningar, men resultatet blir detsamma.

(En alternativ 16sning, om man kénner till Riemannsummor: » ;% =
1

n 1 1 1 T e
D k=1 TIGTE Jo Fazde =% dan—o0.)



7. Eftersom f(z) = 2* + ax?® — 8x #r deriverbar, si dr ett nédvindigt villkor for
att x ska vara en lokal extrempunkt att 0 = f/(z) = 42 + 2ax — 8, vilket
(eftersom z = 0 inte &r en 16sning) &r ekvivalent med

4
- —22% =a.

x
Vi infor beteckningen g(z) = 4~ — 222 fér viinsterledet och gor funktions-

undersékning. Fran ¢/(z) = —4272 — 4z = —4(1 + 23)/2? fas
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vilket thop med gransvirdena g(x) — —oo da  — +o00 och dd z — 07, samt
g(x) = oo dd z — 07T, ger foljande utseende hos grafen y = g(x):

Ur denna graf avliser vi antalet reella rotter till ekvationen g(z) = a (som
alltsa ér lika med antalet reella nollstéllen hos f’ for olika vérden pa a).

I fallet a < —6, da antalet reella rotter ar tre, maste dessa vara enkelnollstéllen
till f/, eftersom f” ar ett tredjegradspolynom. Dér véxlar f/ tecken, sa de tre
punkterna utgor tre lokala extrempunkter fér f. I fallet @ > —6 finns en ensam
reell rot, som diarmed maste vara ett nollstalle till f' av multiplicitet tre eller
ett; oavsett vilket s vixlar f’ tecken dir, si denna ensamma rot utgér en lokal
extrempunkt (f:s enda) i detta fall. (Man kan f.6. notera att det maste vara en
enkelrot; fallet trippelrot = = b kan uteslutas eftersom f'(z) = 4(2® + Lax — 2)
inte for ndgot a har formen 4(x — b)3 = 4(2® — 32%b + 3zb? — b3).) I det sista
fallet @ = —6 har ekvationen tva rotter, s den ena (z = —1) maéste vara ett
dubbelnollstille dir f’ inte vixlar tecken; dir har f en terrasspunkt, och bara
den andra roten ger upphov till en lokal extrempunkt fér f.

Svar: f har tre lokala extrempunkter om a < —6, och en om a > —6.
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