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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poédng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n = 3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.
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1. Skissa grafen till funktionen f(x) =

. Ange alla lokala maxima och minima,
74—

samt lodréita och vagriata asymptoter, om sadana finns.
2. Undersok foljande gransvérden:

_ x 2
T

x%g\/z—?)

(a) lim

z—0  Sin 3z

3. Berédkna foljande primitiva funktioner:

(a) /ﬁlwdl’ (b) /xcos?)xdx (c) /\/1—1—\/5da:

4. Hur ménga reella 16sningar har ekvationen v22 — 2z ¢%/? = k for olika virden pa
parametern k € R?

w/2 1
5. Berédkna / (— — 09sx) dx.
0 r sinx

2
6. Visa att e_xgl—a:—i—% for x > 0.

x+1 1
7. Lat f(z) = / tsinz dt, med definitionsméngden Dy = [1,00[. Visa att f &r

strangt vixande och berdkna lim f(x).
T—r00
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1.

Funktionen f(z) = mf—il ar definierad for x # +1. Relevanta gréansvéarden:
f(z) — +o0 d&d x — 1%, dito d& » — (—1)*, samt f(x) = m — 0da
x — £oo. Alltsa ar linjerna x = 1 och x = —1 lodrédta asymptoter, och linjen
y = 0 &r en vagrit asymptot da x — f+oo. Vidare kan man notera att f ar
udda samt att f(z) ~ —2® d& x ligger niira noll och f(z) ~ 1/z d& |x| &r
stort. Derivatan

_ 32?(at - 1) —a® - 4x® 2?3+ at)

C-17 @

f'(z)

ar uppenbart negativ 6verallt, utom i x = £1 déar den &ar odefinierad forstas,
samt i z = 0 dér den &ar noll. Ddrmed ar f strangt avtagande i intervallen
x < —1,—-1<x<1ochl< z Lokala extrempunkter saknas (men x = 0 &r
en terrasspunkt).

Yy
1
(a) lns(ilnng) = m(l;;%) S 2 5 1-1-2 dda — 0, enligt standard-
grinsvarden.
(b) ;5_93 =yz+3—=>V9+3=6daz—9.
In(2°4+z2) _ In(2°(1422/2%)) _ zln24In(1+2%/2°) _ In2+1In(1+2?/27)
(C) n(3*+23) ~ In(3®(1+«3/3%))  zns+ln(l+xz3/3%) 1n3+%1n(1+x3/31)

In240-In(140) _ In2 o . .. ..
m3t0m(i0) — 3> 48 Z — 00, enligt standardgransvérden.

Svar: (a) 2 (b) 6 () ﬁl‘—g

(a) wa—z32x+2 do = f(1+ a:;)—z?;vi&) dx = f(l—"_ﬁ—"_z;i) de = x +
4dInjz — 2| —In|z — 1|+ C.

b) Partiell integration ger [xcos3zder = x - tsin3z — [1- isin3zdr =

g g 3 3

%:csin?)x—i—%cos?)x—l—a

(c) Variabelbytet t = 1+ /z (med x = (t — 1)? och dz = 2(t — 1) dt) ger
JVI+Vade = [VEt—1)dt =2 [(t3/2—t1/2)dt = 2(25/2 - 2¢3/2) ¢
C=24323t-5)+C =21+ 2)*2(3yz —2)+C.



4. Sitt f(x) = Va2 — 2z e*/?; definitionsméangden ges av villkoret 22 — 2z > 0,
alltsd = < 0 eller > 2. Man kan omedelbart notera att f(z) > 0 {or alla
dessa z (med f(z) =0 i punkterna x = 0 och & = 2). Gréansvirden: f(z) — 0
da x — —oo och f(x) — oo da x — oo. Derivatan ar

2z — 2 1 2z —2) + (2% — 27)

"2) = ———2 /2 4 /a2 — 20 —¢"/? = e*/?
F@) 2Vx? — 2z 2 2vVx? — 2z

@V VD) L

2v/x?% — 2% ’

vilket ger foljande teckentabell:

V2 0 2

X
T + \/5 — 0 + (irrelevant) —+
T — ﬂ — — (irrelevant) +
Va? =2z | + + 0 o 0 +
61/2 —+ + (irrelevant) +
f'(x) + 0 - ack ot
f(z) S e N0 dzjf o 7

Ur grafen avliser vi antalet 1osningar till ekvationen f(z) = k for olika véirden
pa k. (Rikna hur manga ginger linjen y = k skér grafen y = f(z).) Det lokala

maximivirdet ir A = f(—v2) = /2 + 2y2e 1/ V2,

-2 2 z

Svar: Lat A = /2 4+ 2v/2e~/V2. Ekvationen har ingen 16sning om k£ < 0, tva
l6sningar om k£ = 0, tre 16sningar om 0 < k < A, tva lésningar om k = A, och
en losning om A < k.

5. foﬂ/Q (% — %) dx = limg_ o+ [Inz — 1nsinx]g/2 = lim._,o+ [ln siiw]:/Q =
limg_,o+ (ln 7 —1In ﬁ) =1In7% —In1, enligt standardgrénsvérde.

Svar: In 5.



6. Satt f(z)=1—z+ “"—; — e ®. Vivill visa att f(z) > 0 for > 0. Derivatan

ar f'(x) = =14+ z + e *. Vi undersoker f’ med hjilp av dess derivata,
ffz)y=1—e"":
T ‘ 0
[ (@) 0+

f@) [N @
Minimivérdet ar f'(0) = 0, s& f/(z) > 0 for x # 0. Med denna information
kan vi gora en teckentabell for f:

T ‘ 0
flx) | + 0 +
fl@) |/ Sake

Virdet 1 terrasspunkten dr f(0) = 0, och didrmed &ar f(z) > 0 for x > 0, vilket
skulle visas.

7. Derivering av f(x) = f;“ tsin % dt med hjalp av analysens huvudsats ger

f/(q;) = (a: + 1) Sin%ﬂ — ajsin% — 9(%) _ g(%)’
dar g(y) = % Derivering visar att g ar avtagande for 0 < y < m/2:

g/(y) _ co;y o siynzy

cosy

o2 (y —tany) < 0.

(Héar anviands den kénda olikheten siny < y < tany for 0 < y < 7/2; ett
annat séitt att ta reda pa tecknet hos ¢’ ar att undersoka ¢g”, ungefir som i
foregdende uppgift.) Om z > 1 83 ar 0 < w%rl <1< Z s& f'(x) >0och fér
dérmed striangt vixande, vilket skulle visas.

Vad géller gransvérdet, sé ger integralkalkylens medelvardessats for varje
ett tal £(z) mellan x och x + 1 sddant att f(x) = ((z 4+ 1) — z) &(z) sin ?1@ =

£(x) sin le) Instéingning ger att £(z) — oo d& x — oo, sd

: . 1 1
a;lggo flx) = gl;r&{smz = tlir[r)l+ n sint = 1.
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