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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poidng. Uppgift ridknas som godkdnd om den bedomts
med minst 2 poédng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n =3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Undersok foljande gransvarden:
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2. Skissa grafen till funktionen f(x) = S Ange alla lokala maxima och minima,
x

samt lodrédta och vagriata asymptoter, om sadana finns.

3. Berédkna foljande primitiva funktioner:

0 [L

r—1

(a) / (2 + %) dzx (b) / sin 2z cos x dx

4. (a) Definiera vad som menas med att funktionen f &r kontinuerlig i punkten a.
(b) Definiera vad som menas med att funktionen f &r deriverbar i punkten a.

(c) Bevisa att om f &r deriverbar i punkten a sa &r den &ven kontinuerlig dér.
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Berdkna / |z — 3| e > dx.
0

&

Antag att en ratvinklig triangel i planet har ett horn i origo, ett hérn pa den
positiva z-axeln, ett horn pa den positiva y-axeln, och &r sadan att hypotenusan
gar genom en given punkt (a,b) (ddr a och b &r positiva). Vilken &r den kortaste
mojliga ldngden pa hypotenusan?
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. Antag att f: R — R &r kontinuerlig och att f(x) — oo da x — oo. Visa att
1 X
—/ f(z)dx — 0o da X — oo.
X J;
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1. (a,) m‘i’xQ_l = G-D(+D) 7ﬁ‘>7§ da z — —1.
(b) esmjffl = es:;;;l S22 9 5 1.1-2=2d&z — 0, enligt standard-
gransvirden.

. . 1\T 1 1/t 1/t _ In(1+(—1))
(c¢) Vihar a:lggo (1-1)" = tgr(?+ (I—¢)"",och (1 —1¢)"" =exp (—%) —
el da t — 0T, enligt standardgrinsvirde.
Svar: (a) —3 (b)2 (c) el
e*flf*l'2
2. Funkti =
unktionen f(z) 3
lodrit asymptot till f:s graf, eftersom f(z) — oo da 2 — (—2)*. Linjen
y = 0 ar vagrat asymptot, eftersom f(z) — 0 dd z — 0.
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Derivering ger f'(z) = ( z)e i = (z+ 1)z + 3)e ,

ar definierad for  # —2. Linjen z = —2 &r en

2+ (24 x)? (24 x)?
vilket leder till féljande teckentabell:
x -2 -3 -1
z+1 - - -0 +
20 +3 | — - 0 + +
2422 |+ 0 + + +
f(z) — d‘zjf' -0 + 0 -
@) N @ N s ae N\

Funktionen har alltsi lokalt minimum f(—3) = 2e=3/% (~ 0,9447) och lokalt
maximum f(—1) = 1.




3. (a) [222+a%) de =3 [2+2%)"(B2})de =1 32+ 2%+ C =52+
)8+ C.
(b) [sin2zcoszdr = [2sinzcosz - coszdr = —2 [cos?z - (—sinz)dz =
2

-3 cos® z + C}.

Alternativt kan man skriva om produkten till en summa;: f sin 2z cos x dx =
[ 3(sin(2z 4+ x) +sin(2z — x)) do = —§ cos 3z — § cosz + Ch.

Eller s partialintegrerar man tva ganger, vilket ger [ sin 2z cosxdr =
sin2xsinx + 2cos2x cosx + 4f sin 2x cos x dx, dvs f sin2x cosx dr =

—2(sin2zsinz + 2 cos 2z cos x) + Ci.

(Aven om de ser olika ut sa kan uttrycken i de tre svaren inte skilja sig
at med mer 4n en additiv konstant; i detta fall rakar de till och med vara
exakt lika, dvs Ch = Cy = C3.)

(c) Variabelbytet t = \/x —2 ger z = 2 4+ 2 och dirmed dx = 2tdt, s
att [YI2dr = [piy2tdt = 2 [ SE2d = 2 [(1 - Lp)dt =

t2+1 T+t2
2t — 2arctant + C' = 2y/x — 2 — 2arctan/x — 2+ C.
4. Se laroboken.
5. [ o —3le " de = — f03(ac —3)e dx + [, (x — 3)e P dx = — [i(5 -
3 w
92z . 1 — 2z 1 — 1 —
2x)e? }0 + whﬁnéc[z(E) — 2x)e2 L = —3(=e % =5)+ 1 (0 — (=e79)) =
24 e 5. (Hér anvénder vi forstds att lim we 2 = lim -4 = 0 enligt ett

w—r00 w—r00
standardgransvérde.)

.5, 1,6
Svar: 7 + 5e7°.

6. Med beteckningar enligt nedanstéende figur erhélls cos¢ = a/Li(p) och
sin = b/La(p).

Li(p)

Hypotenusans lingd &r alltsd L(y) = Li(¢) + L2(¢) = a/ cos ¢ + b/ sin ¢, och
vi s6ker det minsta virdet pa detta uttryck nér vinkeln ¢ varierar i intervallet
0 < ¢ < /2. Derivering ger

asing bcosy  asin®p — beos® ¢
L'(e) = =

cos2p  sin?p cos2 psin? ¢

Taljaren &r uppenbart en vixande funktion av ¢ i det aktuella intervallet
(eftersom bade sin® ¢ och — cos® ¢ dr viixande), si den vixlar tecken fran



negativ till positiv vid nollstéllet ¢ = o = arctan {/b/a. Namnaren &r positiv.
Detta ger foljande teckentabell:

® 0 ©0 m/2
L) |ar — 0 + 4%

L(‘P) deejf, N rlx?il;. / deejf.

Alltsd ar hypotenusans minsta mojliga langd lika med L(pg), vilket med
hjalp av sambanden sin(arctant) = t/v/1 + 2 och cos(arctant) = 1/v/1 + ¢2
forenklas s&hér:

b
= +
cosgo | singo  1/\/11 (b2 | (b/a) /3] /I + (bja)ls

1+ (b/a)2/3(a + a/3b2/3) = \/a2/3 + 273 ¢~ V3 (a + a/352/3)
— \/W(aQ/?’ +12/3) = (a2/3 +b2/3)3/2.

Svar: (a2/3 + b2/3)3/2.

(Anm.: Detta problem &r visentligen samma som det i problemsamlingen dir man

L(o)

ska avgora hur lang en stang som langst far vara for att kunna béras genom en
gatukorsning.)

. Sitt g(X) = + fOX f(z)dz (for X > 0, sdg). Vi vill visa att g(X) — oo d&
X — oo. Enligt definitionen av oegentligt gransviarde behdver vi visa att givet
ett godtyckligt tal M sa finns ett tal ¢ sddant att g(X) > M da X > 1.

Lat alltsa M vara ett godtyckligt tal, och siatt m = 2M. Enligt forutsdttningen
att f(x) — oo dd  — oo s finns det ett tal w (som vi kan lata vara positivt)
sadant att f(z) >m dd > w. For X > w giller da att

g(X)z)l((/wa(x)dx—i—/wxf(ac)dm> >)1(</0wf(x)dx+/wxmdx>

:;</wa(x)dx+(X—w)m) =m+)1(</0wf(x)dx—wm)-

Uttrycket i hogerledet, kalla det h(X), gdr mot m d& X — oo, vilket (enligt
definitionen av egentligt gransvirde, tillimpad med € = m/2) innebér att det
finns ett tal 2 sddant att m —m/2 < h(X) <m+m/2dd x> Q. Om = > w
och z >  sa géller alltsa

9(X)>NnMX)>m—m/2=m/2=DM.
Med andra ord: om vi sétter ¢ = max(w,2) sa géller g(X) > M da X > .

Beviset dar ddrmed avslutat.

(Anm.: Antagandet om att f ar kontinuerlig ar bara till for att garantera att integralen
existerar. Man kan forsvaga férutsiattningarna till att f ska vara integrerbar pa
intervallet [0, X| for varje X; beviset férblir detsamma.)
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