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Inga hjalpmedel &r tillatna.
Losningarna skall vara fullstdndiga, vilmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkidnd om den bedémts med
minst 2 poang. For betyg n racker 4(n — 1) podng och n godkéanda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Skissa grafen till funktionen f(z) =2+ In(1 — z) + arctan(2z + 1). Ange alla lokala
maxima och minima, samt lodrita och vagriata asymptoter, om sadana finns.

2. Bestdm en primitiv funktion till

(a) sinx (b) Vinz

(2 + cosz)? x

(c) e*sinu.

3. Undersok griansvérdena

=1 ) lim ! (© tim 2UEE)
e—o0 /a2 + 1 — a? + dx a——o0 In (1 +27).

5
(2) xlgtl) sin 3x

[e.o]

2
4. Beridkna / S + dzx.
x4 4+ 323 + 222

1

5. (a) Definiera vad som menas med att funktionen f &r kontinuerlig i punkten a.
(b) Definiera vad som menas med att funktionen f &r deriverbar i punkten a.

(c) Bevisa att om f &r deriverbar i punkten a sa ar f &ven kontinuerlig dér.

6. Ett bubbelbadkar sett uppifran har den populédra formen av en kvarts ellips, beskriven
enligt
N 2 Y\ 2
(%) +(g> <1,2>0,y>0 (dira>0, b>0).

a
En fyrsidig presenning har tre av sina horn i punkterna (0,0) , (a,0) och (0,b). Var
pa badkarets kant ska det fjirde hornet placeras for att presenningen ska técka sa
stor del av badkaret som mojligt?

. 1
7. Talféljden (a,),, definieras av att a, = E m For vilka reella tal « &r
n
k=2

talfoljden begransad?



Losningsskisser for TATA41 2012-05-21

1. Funktionen f(z) =2 +1n(1 — z) 4 arctan(2z 4 1) &r definierad for alla = som
uppfyller 1 —z > 0, dvs for x < 1. Linjen z = 1 ar en lodrat asymptot till
f:s graf, eftersom f(z) - —oo dd x — 17. Vagrit asymptot saknas, eftersom
f(x) > o0 da x = —o0.

Derivering ger f'(z) = = + 1+(2§+1)2 = (w_liﬁfigg(;f_)i_l)%, vilket leder till

foljande teckentabell:

z —32 0 1
2 — — 0 +
22 + 3 - 0 + +
z—1 - - -
1+ (22 +1)7° | + + +
f'(@) - 0+ 0 - g%
f(z) Nk ek def.

Lokala extremvérden ér f(—2) = 2+In2 —arctan2 > 24+0—Z > 0 och
f0)=2+17%.
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2. (a) Variabelbytet t = cosx ger fﬁdm = fﬁ = 2%” +C =
1 .0
24-cosx )
(b) Variabelbytet t = Inz ger [ Y22 dy = [V/tdt = 23/2+C = 2(Inx)3/2+

C.

(c) Denna primitiv gar att berdkna pa manga sitt; jfr Exempel 5.11 i
laroboken (Forsling—Neymark). Oavsett hur man gor sé bor resultatet
bli [e?*sinzdr = £(2sinz — cosa)e?” + C.



3.

R i M (;ﬁfﬁl ﬁ)dz:hmw(}o [*%Jrln

(a) &o=l = ¢2=1 3¢ 2 1-1-2 = 2 dd o — 0, enligt standardgréinsvérden.

sin 3z 2z sin3x 3
. . ) 1 BN o w R
(b) Férlang med konjugatuttrycket: oy vl T ) =
ML /154
[férm>0]:%—>%:—% da x — oo.
(¢) Vi har lim, ,_ hl(lﬁ# = lim;_,q M = 1 (standardgrénsvérde),

och pa samma sitt lim,_,_ . m(127t2) = 1. Dessutom ar § > 1 sd att

limg—— oo (%)m = 0. Alltsa finner vi att }Egi;:i = 1n(1€-:ew) ln(leZ’“') (%)w —

1.1-0=0da x — —oo0.
Svar: (a) 2 (b) =2 (c) 0.
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x+2 H _

x+1

1

1 z4+43z3+222

1—In3 +lim, o (ﬁﬂn]}ﬁjg‘) —1-In2+o0.

. 3
Svar: 1 —In 5.

. Se laroboken.

. Om den fjarde punkten betecknas med (z,y) (dir  och y &r positiva) sa blir

presenningens area %bx + %ay (dela den i tva trianglar med en diagonal fran
(0,0) till (z,y) for att se detta). Eftersom (z,y) ligger pa badkarskanten sa

giller (%)2 + (%)2 =1, alltsd y = by/1 — 22/a?. Inséttning av detta i uttrycket
for arean ger A(z) = 2bx + Saby/1 — 22/a2, och det &r detta uttryck vi vill
. .. . . o b m/a
maximera fér 0 < x < a. Derivering ger A'(z) = 3 (1 - m) Om
vi siitter R = /1 — 22/a? s& kan vi skriva 24/(z) = Rf}%"/a = g?gii//‘;j =
1—222/a® _ (1—v2x/a)(14+V2z/a)

, vilket ger teckentabellen

R(R+xz/a) — R(R+z/a)
T 0 a/\2 a
1— \/?;E/a + 0 —
1++2z/a + +
R(R+z/a) + + 0
A'(x) + 0 — dzjﬁ
A(z) s N\

Stérsta arean (A = ab/+/2) fas alltsd dd 2 = a/v/2 (och dirmed y = b/v/2).
Svar: Hérnet ska placeras i punkten (a/v/2,b/v/2).

(En alternativ metod som leder till enklare rakningar ar att sitta (z,y) =
(acosp,bsinp) dir 0 < ¢ < /2. Detta ger arean A(p) = %L (cos ¢ + sin ) =
%b 2cos(¢ — ), dir man inte ens behover derivera for att se att storsta
véirdet A = % erhélls ndr ¢ = 7.)



7. Oma <0,siga=—Fmed S >0,sdédra, = ,_, % > (In2)? 2222% >
(In2)? [* 9 > (In2)’Inn — oo d& n — co. (Summa-integral-uppskattning
med den avtagande funktionen f(z) = 1/z.) Talfoljden (a,)S2, ar alltsa
obegrinsad i detta fall.

Om «a > 0 sé kan vi géra summa-integral-uppskattning med den avtagande

funktionen g(x) = m istéllet, vilket visar att

/" dx e, < (2)+/" dx
5 z(lnz)e =n =9 5 z(lnz)e’

dar

/" de [ t=Iz _/ln" dt  JIn(lnn) —In(In2), a=1,
, z(lnz)e T dt = d?I - o 1 - (lnn)lfclx:o(éln2)17(17 ot

Ur detta ser vi att

n e 00, 0<a<l,
lim —— = e
n—oo [y xz(lnz) (1n06211 . a>1.

Detta medfor, pga instdngningen ovan, att talféljden (a,,)52, dr obegrinsad
for 0 < a < 1 och begransad for o > 1.

Svar: Talfoljden &r begrinsad om och endast om «a > 1.
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