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Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poéng. For betyg n réacker 4(n — 1) podng och n godkidnda uppgifter
(n=3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.
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1. Skissa grafen till funktionen f(z) =In|z + 2| — Tr1 Ange alla lokala maxima
T

och minima, samt lodrita och vagriata asymptoter, om sadana finns.

2. Undersok foljande gransvéarden:

_ - . Inyz . e —2e37 41
@) MmO —

r—00 IH(I?’) x—0 1'2

3. Berdkna foljande primitiva funktioner:

(a) /2:”_16135 (b) /2x1n(m+3)dx (©) /Smﬁdx
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5. (a) Definiera vad som menas med att funktionen f &r deriverbar i punkten = = 0.
(b) Lat

2x+x2(:osl, x # 0,

0, ’ xz=0.

fx) =

Undersok f'(0) och f"(0).
6. For vilka reella viarden pa a har ekvationen
T 2
— +arctan — =a
4 x
exakt en reell 16sning?

7. Beriikna medelviirdet av funktionen sin'®’, dvs integralen

1 27

— (sinz)'% dz.
2 Jo



Losningsskisser for TATA41 2012-04-12

1. Definitionsméngden &r Dy = R\ {—2,—1}; linjerna = —1 och z = —2 &r
lodrata asymptoter till f:s graf eftersom

zl—l>n—12 f($> =%

lim) f(z) = Foo.

t—(—1)*

Déremot saknas vagriata asymptoter, eftersom

lim f(z) = oc.

T—Fo0
Derivering ger f'(x) = fiz + (mfl)Q = (Iif;?irz), vilket ger foljande tecken-
tabell:
T -3 -2 -1
(z+3)* [+ 0 + + +
(z+1)2 | + + + 0 +
T+2 | — - 0 + +
f'(@) - 0 - dijf. + dijf. +
f@) [N RN kS gk S
Lokala extrempunkter saknas alltsa.
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3.

22—z _  z(z—1) _
24+52—6 ~  (z+6)(z—1) m+6 -7 da r— 1

Invz __ %111(12

= % for alla = > 0, s gransvirdet da  — oo &r .

In(z3) — 3Inz 6
oo 3w 80 . N2
opttel L — g (5L) 5 912 di v — 0 (standard-
griansvirde).
Svar: (a) 1 (b) & () 9.
Partialbraksuppdela: [ 25 2;1; Lde = [ (;Q—Jfl - w) dr = tIn(z? +1) +

(a)

(b)

()

2arctanx — In|z| 4+ C.

Partiell integration foljt av polynomdivision ger f 2z1n(x 4+ 3)dz =
2?In(z + 3) — f:r s de =2 In(z+3) - [(z -3+ ZF5)de = (2 -

9)In(z + 3) — 322 + 3z + C.

Variabelbytet ¢t = /z, foljt av partiell integration, ger [ sin/zdx =

[sint-2tdt = —cost -2t — [(—cost)-2dt = —2tcost + 2sint + C =

—2y/x cosy/x + 2sin/z + C.

4. Variabelbytet t = x — 5 (med dt = dz) &ndrar inte granserna, eftersom
x —5 — +o00 nir  — +oo. DA far vi en jamn integrand e~ !t och kan utnyttja
symmetrin: [*_e7l* 0l dy = [ e7ltldt = 2 [Te7ldt = 2 [Fetdt =
2limy, 00 [—€ 7] = 2. (Forenklingen i mitten bygger forstas pa att |t| = ¢ nér
t > 0. Observera att man inte kan ta primitiv féorrdn man har gjort sig av
med beloppstecknen!)

Svar: 2.

5.

(a)

(b)

Det betyder att f &ar definierad i en omgivning av 0 och att gransvardet
L S0 = J(0)

h—0 h

Vi har (fér h # 0)

existerar (dndligt).

f(h) — f(0)  (2h+hZcos ) —0
h B h

1
=2+ hcos —
+ cosh,

vilket gar mot 2 da h — 0, eftersom faktorn COS% ar begransad (mellan
—1 och 1). Alltsa ar f’(O) =2.

Fér o # 0 &r f'(z) = £ (22 +2%cos1) = 2+ 2zcos L +sin i, vilket
saknar gransvirde da m — 0. Funktlonen f ar alltsa mte kontlnuerhg
i punkten z = 0, och kan ddrmed inte heller vara deriverbar dar. Med
andra ord: f”(0) existerar inte. (Man kan forstds dven visa detta genom
att stélla upp differenskvoten M
da h —0.)

Svar: f/(0) =2 och f”(0) existerar inte.

och se att den saknar gransvérde



6. Lat f(x) = § + arctan % Svaret kan enkelt utlasas ur f:s graf, sa vi gor en
vanlig funktionsundersokning for att ta reda pa hur grafen ser ut. Vi kan till
att borja med notera att f dr en udda funktion, dvs f(—x) = —f(x), som &r
definierad for x # 0 och uppfyller

T
li = li tant = +—
Jim, flz) =0+  lim arctan 5

samt lim f(x) = £oo. Derivatan ar (for x # 0)

r—+oo
1 1 -2 1 2 r+2)(x—2
P S B B B B e [
4 1+ (2/2)? = 4 z?2+4 4(x? +4)
Alltsa:
x -2 0 2
T+ 2 - 0 + + +
x—2 — - - 0 +
4(z* +4) | + + + +
flo) |+ 0 - @ - 0 +
f@ |7 e N g Mok S

Funktionsvirdet i de lokala extrempunkterna ar f(£2) = +(3 + Z).

)

1/2+M§1 \___/

Antalet reella losningar till ekvationen f(x) = a dr lika med antalet skirnings-
punkter mellan grafen y = f(x) och den horisontella linjen y = a. I figuren
illustreras de tre fall som kan intréaffa nar vardet pa a dndras: det blir ingen
skiirning ifall |a| < £ + %, tva stycken ifall 3 + T < |a| < Z, och annars en
skdrning (och det var detta sista fall som det fragades om).

Svar: Ekvationen har exakt en 16sning om a = +(§ + %) eller a > % eller

T
a< —35.



7. Med hjélp av Euler, binomialsatsen och termvis integration erhéalls

1 2m 1 27 iz —ix 100
(sinz)'% do = 7/ (e‘e) dz
O 2

% 0 2 (3

11 7 (&0, 0ok e
— Z . 4(27;)1004 (kz_o( L )(ezz) 00 k(_e )k) dx

100

1 100\ [*™ .
_ (_1)k( )/ em(lOO—Qk)dx.

Notera att nér k # 50 (sd att 100 — 2k # 0) sa &r

o oiw(100—2k) 127
/ ezz(10072k)d1, = |- =0
0 i(100 — 2k) |,

(eftersom 2™ =1 fér alla heltal n), medan for k = 50 &r

o 27
/ £t (100-2k) 7. / ldr =27,
o 0

Alla termer i summan ovan utom den mittersta (k = 50) &r alltsa noll, och
uttrycket reduceras helt enkelt till

1 50 (100 1 (100
35100 <0+ +0+(-1) (50) 27 + 0+ +0>_2100<50>.

15000) )

L1
Svar: W(

(Sidospéar: Med datorhjilp far man att detta dr lika med

12611418068195524166851562157 __
158456325028528675187087900672 ~ 0’0795892 T

Man kan ocksa anvinda Stirlings formel n! ~ v27mn (2)" for att visa att

(21:‘) = Ei?)); ~ j%, vilket ger den skapliga approximationen 21%(15000)

2n = . 1
ar c:a —m)

~
~

7#51077 =~ 0,07978, eller mera allmént att medelvardet av sin
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