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Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkénd om den bedémts
med minst 2 poéng. For betyg n réacker 4(n — 1) podng och n godkidnda uppgifter
(n=3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Skissa grafen till funktionen f(x) =

samt lodrita och vagriata asymptoter, om sadana finns.

5" Ange alla lokala maxima och minima,
er —

2. Undersok foljande gréansvirden:

In(1 — 3x) 1 . 1l—Inx
PRy (@) lim
z%oo1/x+x2_x T—e T — e

3. Beridkna foljande primitiva funktioner:

(a) / @ j_x;;(ff 3 dx (b) /x2 sin 2x dx (c) / \/ﬁ dx

4. Sant eller falskt? Ge bevis eller motexempel for foljande pastaenden:

(a)

z=0 sin(2x)

(a) Om f dr kontinuerlig i punkten a sa ar f deriverbar i a.
(b) Om f é&r deriverbar i punkten a sa dr f kontinuerligi a.

(¢) Om f &r deriverbar och stringt vixande pa R sa dr f' >0 pa R.

o d
5. Berdkna / —x’ dér n ar ett positivt heltal.
o x(l+am)

2

6. Lat P och @ vara de punkter pa kurvan y = 2* vars x-koordinater &r a respektive

a+— (ddr a > 0). Kurvans tangenter i P och i @ bildar tillsammans med z-axeln

en triangel. Bestdm de virden som denna triangels area kan anta.

10
7. Lat f(r) = 2° + x. Beriikna / [ (z)dx.
2



Losningsskisser for TATA41 2012-03-06

1. Funktionen &r definierad (och kontinuerlig) for 2 # In 2, och uppfyller

lim  f(z)= lim LI +oo, lim f(z)=0, lim f(z)=—3.

z—(In2)* t—2%+ ¢ — 2 T—00 z——00

Linjen x = In 2 ar alltsa lodrat asymptot till f:s graf, och linjerna y = 0 och
Yy = —% ar vagrata asymptoter da x — oo respektive x — —oo. Derivatan
fl(x) = (e%;)’z ar negativ for alla x # In2, sd f ar strangt avtagande pa
intervallet | — oo, In 2 och pa intervallet | In 2, co[. Lokala extrempunkter saknas
dérmed.

***ﬂ—l“ 1]112 z

2. (a) lnéi;;?f) = —%wsiﬁém — —3.1.1d4 z — 0, enligt standard-
gransvirden.

(b) Eftersom x — oo kan vi anta att 2 > 0, sd att va? = |z| = x (inte —x).
Forlangning med konjugatet ger da erlzzfz = f_‘;f;j@ﬁ =z EIHw =
Vi+l+1—50+1+1=2ddz— oo

(c) Variabelbytet t = x — e ger 1;1“; = 1’1“56”) - 1*1“(6(:“/8))
17(1n8+1tn(1+t/€)) _ —1n(1t+t/e) _ _%111(1;;;/@) - _% di t — 0 (dvs

da x — e), enligt standardgransvérde.
Svar: (a) =2 (b)2 (c) —1.

3. (a) Partialbraksuppdelning ger [ uﬁ_&,% de = [ (#_2 + ﬁ + %) dx =
In|z 42| — 25 + 3|z - 3]+ C.

(b) Upprepad partiell integration ger fo sin2zdr = 22 - %ﬁh — 2z -

=sip2s 4 9. 220 4 0= £sin2a+ (§ - %) cos2u + C.

©) | i do = [ ot de = [aZle] = fatqdt = VP -1 -
1n|t—|—\/t2—1|+C’=\/m2—|—2x—ln|x+1—|—\/x2+2x|+C.



4. (a) Falskt. Exempelvis &r f(x) = |z| kontinuerlig 6verallt (speciellt i z = 0),
men inte deriverbar i z = 0.
(b) Sant. Bevis: Antag att f &r deriverbar i punkten a. Detta betyder (per

definition) att gransvirdet f/(a) = limg 4 W existerar, s att

f(x)—f()zw-(x—a)—ﬂ) da z — a.
f/(a) —0

Men att f(x)— f(a) — 0 d&d x — @ &r samma sak som att f(z) — f(a) da
x — a, vilket (per definition) innebér att f &r kontinuerlig i punkten a.

(c) Falskt. Exempelvis dr f(z) = 2% deriverbar (f'(z) = 32?) och stringt
viixande (ty om a < b s& ir a® < b%), men f/(0) = 0.

5. Variabelbyte ger
t=2z"(z>0)

/Oo - _/OO xn_;dx = dt =na" dx
o xz(l+an)  Jy an(l4azn) r=2&t=2"

r— o0&t — o0

1/OO dt 1/00 1 1
- _® R
n fon t(1+1t) n Sy \t 14t

1 w
= lim [ln|t|—ln|1+t|}
n w—oo on
1 © (142"
= tm [~ 1+ 2] _lmd@+2™)
n w—roo an n



d

6. Kurvans tangent i punkten P har ekvationen y = kx+m, dir k = -4 (22)|,—o =

d
2a och m bestéims av att P = (a,a?) ska satisfiera ekvationen: a® = ka + m.

Detta ger m = —a?, sa tangentens ekvation ar y = 2azx — a?. Tangenten
i punkten @ fas pa precis samma sitt, fast med a utbytt mot a + é, dvs

3}

y=2 (a + %) T — (a + %)2 Genom att sétta y = 0 ser man att tangenterna
skér z-axeln i 1 = %a respektive xo = % (a + %) Stréackan mellan dessa tva
punkter utgoér basen i den triangel som fragan géller; alltsa b = x93 — 21 = ﬁ
Triangelns hojd h ar lika med y-koordinaten for skdrningspunkten mellan de

tva tangenterna; villkoren h = 2ax — a® = 2 (a + %) T — (a + %)2 ger forst
r =9 ((a—l—l)z—cﬁ) =22+ %) ochsedan h =2a-%(2+ %) —a? =

a? + 1. Triangelns area &r alltsd 1bh = 1 - L - (a? +1) = 1 (a+ 1), vilket
vi déper till f(a). Vi ser att f(a) — oo bade d& a — 07 och d& a — oo, och
derivatan f'(a) = 1 (1 — 25) = % har f6r a > 0 teckenschemat —0+,
med nollstéllet i @ = 1. Detta visar att f(a), for a > 0, antar alla virden
storre én eller lika med f(1) = 1.

Svar: Triangelns area A kan anta alla virden A > %




7. Alternativ 1. Variabelbyte:

r=f(t)=1t3+1
10 dr = (3t2 + 1)dt
fHx)de = “x)=t
2 r=2&t=1
r=10&1 =
2 3, 1,17 51
_/1 t(3t2 + 1)dt = {416 +2tL_ 1

Alternativ 2. Ténk geometriskt: grafen for f~! fis genom att spegla grafen
for f i diagonalen y = x.

Y y = f(x)
10
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Virdet av integralen f;o f~1(x) dz &r arean av omradet A i den nedre figuren.
Omradena A och B utgor tillsammans en rektangel med arean 8 - 2 = 16.
Arean av omradet B kan vi rdkna ut genom att titta i den 6vre figuren; B och
C blir tillsammans ff f(x)dx = f12(x3 +z)de = [32* + %x2]2

1
B arean 2! — 2 = 13 Detta ger att A har arean 16 — 12 = 3L

Svar: 51/4.

= %, alltsa har
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