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Inga hjédlpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med

ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift ridknas som godkidnd om den bedémts med

minst 2 poiang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkéinda uppgifter (n = 3,4, 5).
1. Skissa grafen till funktionen f(z) = e*/ (1+2%) " Ange alla lokala maxima och minima,

samt lodréta och vagriata asymptoter, om sadana finns.

2. Undersok gransvérdena

2 43z 42 2%)% 4 3° 3)—1
() Tim LB gy, EHTT A n(z+3) —Inz
3. Bestam en primitiv funktion till
4x COoS T
_ b) zl 1 —_—
(a) 2?2 +2x —3 (b) 2z +1) (c) 3 —2cos?z

4. Hur manga olika reella rotter har ekvationen 2In (1 + 2z) —In (1 + xz) = a for olika
véarden pa a?

5. Margarita bor i ett villaomrade i Linkopings omnejd. Pa baksidan av hennes tomt
vill hon anlégga ett rektangulirt tridgardsland pa 50 m? for ekologisk odling. Kring
detta tdnker hon ldgga stenplattor och av oklara skéal vill hon att lings tva av de
motstaende sidorna ska platt-raderna vara 1 meter breda och lings de andra bada
sidorna ska de vara 2 meter breda. Vilka sidlidngder ska tradgardslandet ha for att
det ska ga at sa lite material (stenplattor) som mojligt?

Tradgardsland
Stenplattor

6. Beriik /1 du
. eraxKna —_——.
o x++V1+ 22

7. Visa att for varje heltal n > 0 finns exakt en positiv rot z,, till ekvationen 2" +z = 1.

Visa dven att talfoljden {z,} -, &r vixande och att lim z, = 1.
n—oo



Losningsskisser for TATA41 2012-01-14

1. Funktionen &r definierad (och kontinuerlig) for alla reella x, och uppfyller

x 1 1 .
f(.’L‘):eXpM:eXp(- T )—)eXp(O-l)zl dé z — +o0.

r 5 +1
Linjen y = 1 &r alltsa vagrdt asymptot till f:s graf, medan lodréata asymptoter
saknas. Derivatan f'(z) = f(z)-L 7 ) = fl= )W har samma tecken

som 1 — 22, eftersom faktorerna f(z) och (1 + 22)? #r positiva for alla a:
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f(x) ‘ - 0 + 0 -
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Detta ger foljande utseende pa grafen:

] 1 T
24342 _ (z+1)(z+2) _ z+42 —142 _ 1 3¢
2. () Sriys = (@ 1)(a13) — o137 —143 — 3 dd v — L
(b) Férkorta med 4% (den dominerande termen): (’”Yi;)ity = (x/zwzpjil(?)/@”” N

1240 _ 1 ¢ . . .
071 — 1 48 & — 0o, enligt standardgrénsvérden.

(¢) Forling med konjugatuttrycket:

In(z+3) —lnz (\/1+%+\/1_%)1n17+3
JirloJior o (4 -(1-3)
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da z — oo, enligt standardgriansvarden.
Svar: (a) £ (b) 1 (c) 3.
3. (a) [ o :f(m+3 + L )dz =3I |x+3\+1n|a:—1|+0

(b) [zIn(z+1)dx In(z+1)— f = dx—% nz+1)—% [(z—-1+
1+1)dz—% ( 1) — % %—;ln(z+1) C.

(c) Variabelbytet ¢ = sinz ger % = fg 2(1 2y T f1+2t2 =
%arctan(\/it) +C= %arctan(\/isinx) +C.

4. Satt f(z) = 2In(1+ 22) —In(1 4 2?). Denna funktion &r definierad fér z > —1

och har derivatan f'(z) = 1;121 - 1iﬁ,2 = (1+24m_)(21x«|»:1:2) , vilket ger teckentabellen
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Dessutom giiller att f(x)

f(z) > —c0dédz— (—%)

=1In

(E+2)°
- —)

Grafen ser alltsa ut sahar:

(1+2x)?
1422

=1In — In4 da z — oo, samt

Genom att rdkna antalet skdrningar med linjen y = a for olika virden pa a
ser man att ekvationen f(x) = a har en 16sning om a < In4 eller om a = In 5,
tva 16sningar om In4 < a < In 5, och ingen 16sning om a > In 5.

. Om z och y &r tradgardslandets sidlingder métta i meter (med xy = 50), s
ar x 4+ 4 och y + 2 sidlingderna hos den omgivande rektangeln (tradgardsland
plus stenplattor). Arean for det stenlagda omradet blir alltsd (z + 4)(y +
2) —xy = 2z + 4y + 8. For att minimera detta, eliminera y och studera
f(z) =2z +4-50/x + 8 (for > 0). Derivatan ir f’'(z) = 2 — 200/22, vilket
ger teckentabellen

T 0 10
f'(x) dzjf. - 0 +
. Tok.
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Av detta ser man att f(10) = 48 ar globalt minimum.

Svar: Sidlangderna ska vara 10 och 5 meter (lings den smala resp. den breda
delen av barden).

6. Det gar att gora pa minst fyra sétt:

(i) Variabelbytet t=x+V1+2a2gerz= tle/t & att do — # dt och
14+v2 141 o142
fo x+m =l 5 /t dt = [$Int — 5172777 = 1 In(1+ v2) +
1

Vit
(ii) En narbeslédktad variant dr att utnyttja “hyperboliska ettan” cosh? 1) —

sinh? 1 = 1 for att férenkla rotuttrycket Variabelbytet « = sinh ¢ (med

In(14+v2 cos
invers ¢ = In(x + V1 + 22)) ger fo Hm =/, ( )751nh¢hﬁégi¢ =
fln(1+\f) (¥ +e ") dy
0

e¥

_ In(1+v2
= [0 = 3oy o



(iii) En annan identitet som férenklar rotuttrycket dr 1+ tan® ¢ = 1/ cos? ¢.
Variabelbytet T = tanqS foljt av s = sin¢ ger en rationell integrand:

f fﬂ'/4 co<2 b d¢ _ /4 cos ¢ do _ j‘l/\/§ ds _

0 m+\/1+12 0 cos? ¢(sin ¢+1) 0 (1—s2)(1+s)
1/V2 $11/V2

Jo (2(1-}-;)2 + 4(1+9) + s e))d‘S = [*2(1l+s) it ]0 OSV.

(iv) Annu en metod ir att férlinga med konjugatet, vilket ger ﬁ =

7”4';”2_9”, s& att man reducerar problemet till att berdikna [ /1 + 22 dz.
Detta kan i sin tur goras pa flera sétt, t.ex. genom att skjuta in en etta
och partialintegrera (jfr. Ex. 5.40 i Forsling & Neymark).

Svaret kan forstas skrivas pa manga olika sitt; vi har t.ex. sambanden ——~ =

1+v2
V2 =1 och 1%;? f“ =(V2+1)%

Svar: +In(1+ v2) + —%.
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. Ekvationen kan skrivas som z” = 1 — z, och pastaendena verkar troliga om
man i en figur begrundar var kurvorna y = z™ for (n =1,2,3,...) skir linjen
y=1—ua:

AN

x

1\

For stringenta bevis, 18t f,,(2) = 2™ 4 x och notera att f,, ar kontinuerlig samt
att f,(0) = 0 och f,(1) = 2; enligt satsen om mellanliggande virde finns det
d& minst en punkt mellan 0 och 1 dér f,(x) = 1, och eftersom f,, ar striangt
vixande for x > 0 sa finns det hogst ett positivt « dar f,(x) = 1. Alltsa finns
det exakt en sadan punkt x,, och den ligger mellan 0 och 1 vilket gor att
foii(zy) =2t v 2, <2 + 2, = fu(z,) = 1. Vid © = 2, har f,,; alltsd
inte hunnit upp till vérdet 1, utan den punkt x = x,41 dér detta intréffar
maste komma senare (eftersom f, ;1 dr vixande); med andra ord ar z,, < z,41.
Eftersom vi nu har visat att foljden (x,),>1 &r vixande och uppét begrénsad
(av 1, eftersom alla x,, uppfyller 0 < z,, < 1) sa kan vi dra slutsatsen att den
har ett gransvirde L som uppfyller 0 < L < 1. For att visa att L = 1 antar vi
att L < 1 och hérleder en motségelse: i detta fall &r e =1—L > 0 och L™ — 0
da n — oo; det finns da enligt gransvardesdefinitionen ett NV sddant att L™ < €
for n > N.For dessan drda f,(L) =L"+L <e+L=(1—L)+L=1. Men
eftersom f,, ar vixande och L > z,, s maste f,,(L) > f.(z,) = 1, vilket ger
den 6nskade motsagelsen.
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