Linkdpings universitet Kurskod: TATA41
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
Tillampad matematik

Tentamen i Envariabelanalys 1

2011-08-23 kl. 8.00-13.00

Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, vdlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poéng. For betyg n réacker 4(n — 1) podng och n godkidnda uppgifter
(n =3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1—
1. Skissa grafen till funktionen f(x) = Tg + In(x + 2). Ange alla lokala maxima
x

och minima, samt lodréita och vagriata asymptoter, om sadana finns.

2. Berékna foljande primitiva funktioner:

9 i
(a) / (5 +2sinz) cosx dr (b) /cos zcosbrdr (c) /x2 arctan 3z dx

sin®

3. Undersok foljande gransvarden:

. (e*®* —1)sin3z , = - o -
(a) lim (1 + 429) (b) }1_}1110(\/6 + 2 — 3 — Ve — de +5>
In(2z — 1)

(¢) lim

z—1 Inx
. *  4r+10
4. Berakna/l m xX.

5. Visa att
20vn—1DeV* < eVl 4 eV +ed 4. f eV < 2y/neV™

for alla heltal n > 1.

2
X
+$€I/4
z—1

6. Finn alla réta linjer genom origo som skér (eller tangerar) kurvan y =

i tre punkter.
7. Antag att a;, > 0 for 1 < k <n, och att u; < us < --- < u,. Visa att ekvationen

a
Z Y —1harn stycken reella 16sningar.
1 U — T




Linkdpings universitet Kurskod: 9MA221
Matematiska institutionen Provkod: STN1
Tillampad matematik

Tentamen i Analys och linjar algebra: Envariabelanalys 1

2011-08-23 kl. 8.00-13.00

Inga hjalpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt
skrivna och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poing. Uppgift riknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 podng. For betyg G récker 8 podng och 3 godkénda uppgifter. For betyg VG
récker 16 poéng.

1—
1. Skissa grafen till funktionen f(z) = T?; + In(z + 2). Ange alla lokala maxima
x
och minima, samt lodréita och vagridta asymptoter, om sadana finns.

2. Berikna foljande primitiva funktioner:

9 gi
(a) / (5 +2sinz)cos dxr (b) /cos zcosbrdr (c) /xQ arctan 3z dx

sin®

3. Undersok foljande gransvérden:

(e** — 1) sin 3z _ 5 - o -
0 I g (0 Jm (VoS - e i)
In(2z — 1)
lim ———=
©

4 10
4. Beréikna/ 3L T
L x4 222 + 5z

5. Visa att
2v/n—1eV" < eVl 4eV? 4 eV 4. f eV < 2y/neV”

for alla heltal n > 1.

2
x +x€w/4
r—1

6. Finn alla réta linjer genom origo som skér (eller tangerar) kurvan y =

i tre punkter.

7. Antag att ap > 0 for 1 < k <mn, och att u; <wus <--- < u,. Visa att ekvationen
n

a
Z ® —1harn stycken reella losningar.
1 U — T



Linkdpings universitet Kurskod: 9MA321
Matematiska institutionen Provkod: STN1
Tillampad matematik

Tentamen i Analys och linjar algebra: Envariabelanalys 1

2011-08-23 kl. 8.00-13.00

Inga hjalpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt
skrivna och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poing. Uppgift riknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 podng. For betyg G récker 8 podng och 3 godkénda uppgifter. For betyg VG
récker 16 poéng.

1—
1. Skissa grafen till funktionen f(z) = T?; + In(z + 2). Ange alla lokala maxima
x
och minima, samt lodréita och vagridta asymptoter, om sadana finns.

2. Berikna foljande primitiva funktioner:

9 gi
(a) / (5 +2sinz)cos dxr (b) /cos zcosbrdr (c) /xQ arctan 3z dx

sin®

3. Undersok foljande gransvérden:

(e** — 1) sin 3z _ 5 - o -
0 I g (0 Jm (VoS - e i)
In(2z — 1)
lim ———=
©

4 10
4. Beréikna/ 3L T
L x4 222 + 5z

5. Visa att
2v/n—1eV" < eVl 4eV? 4 eV 4. f eV < 2y/neV”

for alla heltal n > 1.

2
x +x€w/4
r—1

6. Finn alla réta linjer genom origo som skér (eller tangerar) kurvan y =

i tre punkter.

7. Antag att ap > 0 for 1 < k <mn, och att u; <wus <--- < u,. Visa att ekvationen
n

a
Z ® —1harn stycken reella losningar.
1 U — T



Linkdpings universitet Kurskod: LIMAA4
Matematiska institutionen Provkod: STN1
Tillampad matematik

Tentamen i Analys och linjar algebra: Envariabelanalys 1

2011-08-23 kl. 8.00-13.00

Inga hjalpmedel &r tillatna. Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt
skrivna och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poing. Uppgift riknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 podng. For betyg G récker 8 podng och 3 godkénda uppgifter. For betyg VG
récker 16 poéng.

1—
1. Skissa grafen till funktionen f(z) = T?; + In(z + 2). Ange alla lokala maxima
x
och minima, samt lodréita och vagridta asymptoter, om sadana finns.

2. Berikna foljande primitiva funktioner:

9 gi
(a) / (5 +2sinz)cos dxr (b) /cos zcosbrdr (c) /xQ arctan 3z dx

sin®

3. Undersok foljande gransvérden:

(e** — 1) sin 3z _ 5 - o -
0 I g (0 Jm (VoS - e i)
In(2z — 1)
lim ———=
©

4 10
4. Beréikna/ 3L T
L x4 222 + 5z

5. Visa att
2v/n—1eV" < eVl 4eV? 4 eV 4. f eV < 2y/neV”

for alla heltal n > 1.

2
x +x€w/4
r—1

6. Finn alla réta linjer genom origo som skér (eller tangerar) kurvan y =

i tre punkter.

7. Antag att ap > 0 for 1 < k <mn, och att u; <wus <--- < u,. Visa att ekvationen
n

a
Z ® —1harn stycken reella losningar.
1 U — T



Losningsskisser for TATA41 2011-08-23
1. Funktionen f(z) = i_Tg + In(x + 2) ar definierad f6r > —2. Den uppfyller

2.

flx) = —oo ddx— —27, f(z) = +o0 did x — +o0.

Linjen z = —2 &r alltsa en lodrdt asymptot till f:s graf, medan vagrata
asymptoter saknas. (Obs. att linjen = —3 inte dr nagon asymptot, eftersom
den ligger i omradet dér f inte dr definierad.)

2
Derivatan f'(z) = ﬁ + ﬁ = % ar positiv for alla x > —2
utom fo6r z = —1, dir den &r noll. Alltsa ar f(x) strangt vixande, med en
terrasspunkt i z = —1.

Vi kan dven notera att f(—1) = 1, samt att f gar mot oéndligheten ganska
sakta (logaritmiskt; for stora virden pa = géller f(x) & —1 + Inz). Detta ger
foljande utseende pa grafen:

Y

b _:1 T
(a) yariabelbytetg)t = sinx ger [ (5"’2;1;& de=[(F+3)dt=—325—
T +C = T 2sin2z  singx +C.

(b) Prosthaphaeresis, dvs trigonometrisk produkt-till-summa-omskrivning,
ger [ coszcosbrdr = % J (cos4z + cos b6z) dz = % sin4x 4 % sin6x + C.

Alternativt kan man partialintegrera tva ganger och lésa ut den sokta
5

integralen; da far man svaret pa formen 5% cos z sin 5z — ﬁ sin x cos bx+C.

(c) Partiell integration, och sedan polynomdivision, ger f x” arctan 3z dx =
%m?’ arctan 3r — éx3 1+9w dx = 333 arctan 3z — f (Jc — 15027 ) dx =

1z arctan 3z — ka? + -5 In(1 4 922) + C.

(e®"—1)sin3z _ 2.3¢**—1sin3z 4z 6.19.7.1—_3 32 :
(a) miFae?) = 4 2% 8s Wm(tdzzy 1 1-1-1=35daz— 0, enligt

standardgransvarden.

(b) Byt till variabeln ¢ = e*. Att © — oo innebér att dven t — oo. Vi
kan dirmed anta att ¢t > 0, si att V2 = t. Grinsvéirdet fis nu ge-
nom att forlanga med konJugatuttrycket V2 4 2t 3—Vt2—4t+5=

(2 42t—3)—(t2—4t+5) 6-2 .
— 2= =3dat— oco.
V242t —3+V12 —4t+5 \/1+,_7+\/1 i % 1+1




(¢) Infoér variabeln h = z — 1, som gar mot noll dd « — 1. Detta ger
In(2z—1) _ In(2(14+h)—1) _ oIln(14+2h) h o .
mr . = Wmih = 2=, (iR 2-1-1da h — 0, enligt
standardgransvarden.

Svar: (a) 2 (b)3  (c) 2.

. Vi bestammer forst primitiv funktion med hjélp av partialbraksuppdelning

och variabelbytet t = z+1: [ w550 do = [ (% - %) dr =21In|z|-

i Qt(gtjri) dt =1n |x2|—ln ’tQ + 4’—|—arctan t+C=In #21%‘4—&(:‘5&11 4 C.

4z+10 . 1
3422245z do = hmR_ﬂx’ {ln 142214522 +

Inséttning av gréinser ger sedan [,
R

arctan 51| = (n14§) ~ (g + 7).

Svar: 7 +1In8.

. Eftersom f(x) = eV? ir en stringt vixande funktion si giller uppskattningen
n n n
/ fydz < 3 fn) < / F(@)dz + f(n).
1 o1 1

(Rita figur!) Insittning av den primitiva funktionen [ f(z)dr = [eV?dx =
[t=Vz |=[e2tdt=2(t—1)e! + C =2(y/z — 1)eV® + C ger

n
2(vn —1)eV™ < Z eV* < 2(vn—1)eV" + V™,
k=1

=(2y/n—1)ev™

vilket t.o.m. &r lite starkare d4n vad som skulle visas. (Ligg till ytterligare evn
till hogerledet for att erhalla olikheten i uppgiften.)

. Punkterna dér linjen y = kx skir eller tangerar kurvan fas genom att 16sa
2 .o
ekvationen "”w—ff e*/* = kz. En losning dr x = 0, oavsett vad k ar. Ovriga

l6sningar ges av
z+1

“ =k
:1771e

Om vi doper vénsterledet har till f(z) s& ar fragan alltsa for vilka virden
pa k som denna ekvation f(z) =k har tva olika och nollskilda 16sningar.
Derivatan ér f'(z) = $e*/*(z — 3)(z + 3)(z — 1)~2, vilket ger nedanstiende
teckenschema:

T -3 1 3

z—3 | — - - 0 +
z+3 | - 0 + + +
(x—1)2| + + 0 + +
@ [+ 0 - @ - 0+

Tok. . lok.

max. € min.
f(l’) S f=lem3/4 pN dejf. pN f=2e3/4 2

Vidare ser vi att f(z) — 0 déd 2 — —o0, f(z) - 400 d& © — 400, och
f(x) — £00 d& x — 1%. Grafen for f, ur vilken vi kan avlisa svaret genom
att skdra den med linjen y = k for olika véarden pa k, ser ddrmed ut sahér:



[\
)
i

Svar: Alla linjer y = kz dér 0 < k < 2e=%/% eller k > 2¢%/4.

. Funktionen f(z) = 377 ) ;= &r definierad for & # i, uz,...,u; och har
derivatan f(z) =Y ,_, (u:ﬁ P& grund av forutsittningen ag > 0 ar f/ > 0
dér den &r definierad, och f ar dédrmed strangt vdaxande i vart och ett av de
n + 1 intervall som punkterna ug,...,u, delar in tallinjen i (alltsd © < wuy,
up < - < ug, upg < x < us, ..., U, < z). Dessutom géller att f(z) — 0 da
x — doo samt f(z) - Foo da z — u,f, sa f:s graf ser ut nagot i den har
stilen (illustrerat i fallet n = 3):

th U2 Us v
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
! ! !
| | |
| | |
| | |
| | |

Eftersom f vixer kontinuerligt fran 0 till 400 i intervallet < u; sa maste
f anta vérdet 1 exakt en gang dér (enligt satsen om mellanliggande véarde).
Enligt samma resonemang (fast med —oo istéllet for 0) har ekvationen f(z) =1
exakt en 16sning i vart och ett av de n — 1 intervallen uy < © < ug41. Ddremot
finns det ingen l6sning i intervallet u,, < z, eftersom f < 0 dar. Totalt har
ekvationen f(x) =1 alltsa n stycken reella l6sningar, vilket skulle visas.
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