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Inga hjalpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, vélmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poidng. Uppgift rdknas som godkéind om den bedomts med
minst 2 poang. For betyg n riacker 4(n — 1) podng och n godkidnda uppgifter (n = 3,4,5).

1
1. Skissa grafen till funktionen f(z) = arctan(z + 1) + ey Ange alla lokala maxima
x

och minima, samt lodriata och vagrita asymptoter, om sadana finns.

2. Undersok gransvirdena

, (2% +1)° C(e")P =1 . cos (224 3)
(a) xh_{go 3.4 —Inzx (b) iﬁ% (er)Z 1 (c) xggl/2 4a2 — 72

3. Bestdm en primitiv funktion till

(a) P — (b) cos®z (c) Ny

4. Hur manga olika I6sningar har ekvationen xlnz — 2x =17

. Berdkna / de.
4

12

t

6. Formulera och bevisa produktregeln for derivator. For podng kriavs formulering av
for beviset relevant grinsvérde.

7. Funktionen f &r definierad for alla reella tal och har foljande egenskaper:

o Vy=|—1,00]

e f saknar invers

e f har kontinuerlig derivata

e f'(x) =0 om och endast om x = £2
e f(=2)=0,f(2) =4

2
— 2
Lat g(x) = % och bilda h(z) = f(g(x)). Skissa grafen till h, sa att alla

visentliga egenskaper framgar.



Losningsskisser for TATA41 2011-06-08

1. f(z) = arctan(z + 1) + %H medfor att lim, 4o f(x) = +7/2, s& linjer-

na y = w/2 och y = —n/2 &r horisontella asymptoter for grafen. Vidare
ar lim,_, o+ f(x) = oo, sa linjen z = —2 &r en lodrat asymptot. Deriva-
2(x+1 . 1.
tan f/(x) = 1+(171+1)2 — (sz)z = (1+(x+(1)2)()x+2)2 ger upphov till foljande
teckentabell:
T —2 —1
2(x +1) — - 0 +
1+ (z+1)? | + + +
(x+2)? |+ 0 + +
f'(x) ~ o4& — 0+
o Tok.
f(x) Noder NS
Grafen far ddrmed foljande utseende:
| Y
| ™/2 T —
| Ly
-2 -1 r
——————————— : —m/2 4

x 2 —x\2 2
2. (a) ;i,‘jr)lw = (1;;21,171) — (1;;00) = % dad z — oo (ty lgf —0fora>1

4
enligt standardgransvérden).

(b) (cr-1 %eamfl 2 — 3.1-1déx — 0 enligt standardgrénsvirde.

(ex)2—1 3z e?r—1
x\3
Alternativ 16sning: t = ¢* — 1 da  — 0, och (ei)iz:l = tz—jl =
(e®)2—1 t2—1
=D +t41) _ 24441 14141 _ 3 ge
=D+ i+l i —pdat— 1

(c) Lat t =z — 5. Detta ger conlBern(2) — cosBUin Al sl
sim2t . 2(%% —1-5-dat — 0 (dvs d& & — 7/2), enligt standard-
griansvarde.

Svar: (a) 1 (b) 3 (c) &

zdx zdx 1/3 2/3
3. () [ =] (xfl)(ém+2) =/ (ﬁ %ﬁ) dr=gnle—1[+5n |z + 2+

C.

(b) [cos*wdr = [(1 —sin®z)coszdr = sinw — isin®x + C. Alternativ

l6sning: [ cos® zdz = [(4 cos3z + 3 cosz)dr = 5 sin3z + 2sina + C
(vilket &r samma sak, bara skrivet pd annan form).

zdz _ (t+1)dt _
= fene

(¢) Variabelbytet © — 1 = ¢ ger f\/;xdfzz =/ (@17

—V1—1t2 +arcsint + C = —v/2z — 22 + arcsin(z — 1) + C.



4. Sétt f(x) = zlnx — 2z; denna funktion &dr definierad for > 0. Om man
skriver f(z) = z(lna — 2) blir det uppenbart att f ar negativ i intervallet
0 <z < €%, s& ekvationen f(z) = 1 har inga 16sningar dir. For x > e? ar
derivatan f'(z) =Inxz — 1 positiv, s& f dr strangt vixande déar. Ekvationen
f(x) =1 har alltsd hogst en 16sning. Eftersom f ir kontinuerlig, f(e?) = 0 och
f(e?) =e® > 1, s4 finns det enligt satsen om mellanliggande viirde minst en
16sning till ekvationen f(z) =1 i intervallet e? < z < €3. Slutsats: ekvationen
har exakt en reell 16sning.

Alternativ angreppssitt: rita grafen pa vanligt sitt (notera gransvirdena
lim f(z) =0och lim f(z)= 00) och lds av svaret i figuren.
z—0+t T—00

5. Variabelbytet x = t2 (t > 0) ger dx = 2t dt och dirmed

Awwx_l)dx:/;o%—sln(t—l)dt.

2

Primitiv funktion berdknas med partiell integration och partialbrak:

1
/2t’3 In(t —1)dt = —t2In(t — 1) + /t*z ot

In(t —1) 111
—‘t2+/<t1‘t‘ﬂ>“

In(t —1) -
B D

Inséttning av gréanserna ger slutligen att integralens vérde &r

T et C i) S Y R VD DY (B
w00 w? w w 2 2

=040+0-Inj—4=In2—

N[

(Rimlighetskontroll: Integranden &r positiv for x > 4 eftersom /z —1 > 1.
Svaret maste alltsa bli positivt, och det dr det ocksa, eftersom In 2 ~ 0,69 > %)

6. Se godtycklig lirobok i analys. (T.ex. Forsling & Neymark, Sats 4.2(c); beviset
star pa s. 199.)

7. Uppgifterna om f later oss genast stélla upp en ofullsténdig teckentabell:

x -2 2
flx)y | £7 0 £? 0 &£?
f(z) 0 4

Eftersom 0 < 4 sa maste f vara vixande i mittenintervallet —2 < x < 2:
T -2 2
flle) | £?2 0 4+ 0 =£?

f(x) 0o 7 4




Derivatan kan inte ha teckenvéxlingen +0 + 0+, ty da vore f stringt vixande
pa hela R och darmed inverterbar, i strid med forutsittningarna. Inte heller
+0 4 0— fungerar, ty da vore f(z) < 4 for alla z, vilket skulle motsiga att
Vy =] —1, 00[. Av samma skil gar inte —0 + 0+, ty da vore f(z) > 0 for alla x.
Alltsé aterstar bara foljande mojlighet:

T —2 2
f(x) - 0 + 0 —
Tok. Tok.
f(@) | (gar mot +00) f}li_ﬂd v f}li’; N (gér mot —1)
- . 22—z o x+3)(z—1
Over nu till g(z) = £5552 = w2+ 47 Fran ¢'(z) = 1— 5z = : El(w :
erhalls
T -3 -1 1
g'(x) | + 0 -~ dx — 0+
Tok. o] Tok.
g(z) | g7 e def. hV g1 a

Vi har att g(x) — o0 d& x — —1%, och dven att g(z) — +o00 da z — Fo0.
(Mer precist, om man s vill: linjen y = & — 2 4r en sned asymptot, ty
glx) — (x—2) = %ﬂ — 0 d& x — +o00.) For anvindning nedan noterar vi
ocksd att g(x) =2 for x = 0 och x = 3.

Nu har vi allt som behovs for att kunna underséka h(x) = f(g(z)). Kedjeregeln
ger W' (z) = f'(g(x))¢'(x). Enligt teckentabellen for f ovan sa ar faktorn
f'(g(x)) positiv precis da —2 < g(x) < 2, alltsd (vilket man ser fran g:s graf)
for 0 < x < 3. Teckentabellen for h far alltsa foljande utseende:

T -3 ~1 0 1

fg(@) | — ~ dx - 04 + 0 -
g(z) |+ 0 i - 0 + +
W(z) |- 0 + g+ 0 - 0 + 0 -
L Tok. oj lok. Tok. lok.
@ ™ h=F(=7) 7 ad S e h=f(-1) 4 i

Grénsvirden berdknas med hjilp av variabelbytet ¢t = g(x):

T——+00 t——+oo

lim h(z) = lim f(t) = 4o0,
rz——1— t——o0

lim hA(z)= lim f(t)=-1
1+ t=+o0

Linjen y = —1 &r alltsa en vagrit asymptot till h:s graf, och linjen x = —1 ar
en lodrit asymptot. (Vi har for lite information om uppforandet hos f’(¢) da

t — 400 for att kunna siga ndgot om lim B (z).)
r——1

Dérmed kan vi till slut rita grafen for h:
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