Linkdpings universitet Kurskod: TATA41
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
Tillampad matematik

Tentamen i Envariabelanalys 1

2010-04-29 kl. 8.00-13.00

Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 podng. Uppgift rdknas som godkdnd om den bedémts
med minst 2 poédng. For betyg n ricker 4(n — 1) podng och n godkéinda uppgifter
(n = 3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Undersck féljande gransvérden:
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2. Skissa grafen till funktionen f(x) = e* /=Y (dvs. f(x) = exp (291: — 1) ). Ange

alla lokala maxima och minima, samt lodréta och vagriata asymptoter, om sadana
finns.

3. Beridkna foljande primitiva funktioner:

/m/mczx (b) thxdx (c) /ﬁsm%dl«

4. Beriakna / dr .
o (e +e®)(e” + 2e77)

5. Formulera och bevisa produktregeln for derivator.

6. Lat f(x / |sint| dt (for € R). Skissa grafen till funktionen f. De visentliga
egenskaperna bor som vanligt framga tydligt i figuren och kommenteras.

) vn!
7. Berdkna lim —.
n—oo n



Losningsskisser for TATA41 2011-04-29

2243242 _ (e4+1)(a+2) _ 242, —142
L (a) a3 @+ (@+3) — #+3 * —i+3

:%déx—>—1.

. . —1
eSin2z_ 1 g esin2e_ g ginop (In(143x) 2 -1 _ 2 =2
(b) In(1+3z) ~ 3 sin2z 2z 3z - 3 L-1-1 -3 da z — 0.

(c) In(z+v2) _ In(/#(vz+1) _ Flnztn(l+vz) _ s+ n(1+/) 3+00 _
In(z+x2) In(z(1+z)) Inz+In(1+2) 1+ In(1+=) 140-0

1daz— 0",
Svar: (a) 2 (b) 2 (c) 3.
2. Funktionen f(x) = e*’/(22=1) & definierad for x # % (och den dr uppenbart
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positiv). Derivatan &r f'(z) = =17

vilket ger foljande teckentabell:
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Eftersom 23;1 — +oo dd xz — (%)"‘ sa dr lim,_,(1/2)+ f(x) = +o0, och

linjen z = % ar ddrmed en lodridt asymptot. Observera dock att eftersom

2;{1 — —00 d:i T — (%)_ sa dr lim,_,(1/2)- f(z) = 0; om man &r noggrann
kan man ocksa notera att grafen nirmar sig detta grinsvéarde horisontellt,
eftersom limy,_,o- + (f(3 + h) — 0) = 0 (detta &r alltsd véinsterderivatan i

punkten z = 3, ifall man skulle definiera f(3) = 0).
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Eftersom 2;: = 5T — +00 dd ¥ — Fo0, sd dr lim, , ~ f(x) = +oc och
lim,_, oo f(2) = 0; linjen y = 0 &r dérmed en vagrit asymptot di z — —oo.

Funktionen har lokalt maximum f(0) = 1 och lokalt minimum f(1) = e = 2,7.

Sammantaget ger detta att grafen far foljande utseende:
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En forstoring visar utseendet néra z = % béttre:
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3. (a) [aval+2de = [L(2?+2)Y?2zdr = 3(a? +2)%2 + C.
(b) Partiell integration ger [ % Imzde =2yzlnz— 2zl de =2/zIna—
4z + C.
(c) Upprepade partiella integrationer ger [?sin£dr = 2?(—3cos%) —

22(—9sin ) +2(27cos £) + C = (54 — 32%) cos £ + 18zsin £ + C.

4. Variabelbytet ¢t = e” ger
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5. Se godtycklig larobok i analys. (T.ex. Forsling & Neymark, Sats 4.2(c); beviset
star pa s. 199.)

6. Derivatan av f(z) = [ |sint|dt ir f'(z) = |sinz| enligt analysens huvudsats;
alltsd ar f/(x) > 0 for alla 2, med f/'(x) =0 d& = = nw (n € Z). Detta visar
att f ar stréangt vixande pa hela R, med terrasspunkter i z = 0, 7, 27,
0sV.

For 0 <a < ér f(z) = [ |sint|dt = [ sintdt = [~ cost]f =1—cosz, en
funktion vars graf vi enkelt kan rita med god noggrannhet eftersom vi vet hur
kurvan y = cosx ser ut:
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Eftersom f'(z) = |sinz| ar periodisk (med perioden 7) méste f ha samma
utseende i intervallet nm < z < (n + 1)7 som i intervallet 0 < x < 7, sanér



som pa en additiv integrationskonstant. Grafen for f kommer alltsa att vara
uppbyggd av kopior av den del av kurvan som ritades med heldragen linje i
figuren ovan, och bitarna maste sitta ihop i en trappa pa foljande sétt eftersom
f ska vara kontinuerlig:

Man ser att f(z) — too d& £ — +oo. Asymptoter saknas.
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. Lat a, = 0! = @77 ook betrakta
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Ina, = gln(2-3-4---n)—lnn:ﬁ;mk—lnn.

Sedvanlig jdmfoérelse med arean under grafen y = Inx (rita figur) ger

/lnmdxgzmkg/ Inzdx + Inn,
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k=2

dvs (eftersom [Inzde =zInz — 2z + C)
(nlnn—n)—(1lnl1-1) < Zlnk <(nlnn—-n)—(2In2-2)+Ilnn.
k=2

Dividera med n och subtrahera Inn, sa aterstar
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14 - <a, <-142_202Fmn
n

Ytterleden gar mot —1 da n — oo, sa detsamma géller for Ina,, enligt le
théoréme des gendarmes, som instadngningsregeln kallas i Frankrike. Slutsats:
lim, so0 @n, = lim, o exp(lna,) = exp(lim, ;o Ina,) = exp(—1) = e !
(eftersom exp ér en kontinuerlig funktion).

Svar: 1/e.
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