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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, véilmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poing. Uppgift rdknas som godkénd om den bedémts
med minst 2 podng. For betyg n ricker 4(n — 1) poédng och n godkinda uppgifter
(n =3,4,5). Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Undersok , , :
2z — 1 — V1 - In(2e** v
(@) Gim I3 gy AT oVIZTo g e E5eT)
a—1 x?2—1 z—0 sin T——00 x
. . . (r+1)2 . ..
2. Skissa grafen till funktionen f(z) = -—; i Ange alla lokala maxima och mini-
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ma, samt lodréta och vagriata asymptoter, om sadana finns.

3. Bestdm en primitiv funktion till

(a) L (b)  In(z?) (c) (arcsinz)?
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4. Beréikna/ —3da:.
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5. (a) Definiera vad som menas med att f &r deriverbar i punkten a. (1p)
(b) Beridkna om méjligt f'(0) och f”(0) da (2p)

1
x4+ a¥sin—, x#0,
x

0, r=0.

fx) =

6. Genom vilka punkter pa y-axeln gar nagon tangentlinje till kurvan y = xe ™,

x>07?

7. Lat f(a) beteckna det minsta reella nollstillet till polynomet z* — ax — 2 (for
a € R). Rita f:s graf.
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1. (a) Z42e=3 _ (e=D(@43) _ 243 _, 148 _ 9 48 5 — 1.

z2—1 = (z—1)(=z+1) = z+1 1+1
(b) Vitz—/I-—z — (Atz)—(1-x) — _z 2 1.2 _ =1
sin x sin (\/erm) sinz  /1+z+v1—z V1+V1
da x — 0.
(C) In(2e3® +5e7%) _ In(e3® (2+456%%)) _ 1n63w+1r;(2+5e4w) =34+ %11’1(2 + 56433) —

340-2=3diz— —oo.
Svar: (a) 2 (b)1 (c) 3.

9. f(.I) _ (ij_lzl ger f/(.T) _ 2(m+1)(93(£;i)47)2(z+1) 2z _ 2(z+1)((22:i;2z(z+1)) _
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Linjen y = 1 4r vagrat asymptot, eftersom f(x) — 1 dd4  — toco. Linjerna
r = +2 ir lodrita asymptoter, eftersom f(r) — Foo d& x — —2% och
f(xz) = +oo d& = — 2%. Funktionen har lokalt minimum f(—4) = 2 och
lokalt maximum f(—1) = 0.

3. (a) fmfj%:f(1+$+x;_ll)dx:x+4ln\xf2|fln\x71|+C’.
(b) [In(z®)dz =3 [Inzdr =3(xlnz — )+ C.

. \a, _ | x=sint, [t|<7/2
(c) [(arcsinz)®dz = { d — cost dt

2t cost — 2sint + C = z(arcsin z)? + 2v/1 — 22 arcsinz — 22 + C.

} = [t*costdt = t?sint +



4. Partiell integration ger till att bérja med [ 2ftant gy — —arctans 4 1 f %.
Ett smidigt sitt att partialbraksuppdela hir dr att tillfalligt sitta z = 22, s&

att man kan anvinda handpéldggning:
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x2(1+x2)72(1+z)7;+1+27971+x2'
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5. (a) Funktionen f ska vara definierad i ett 6ppet intervall omkring punkten a,
B) —
och gransvérdet lim M
h—0 h
h) — h+h?sini) —0 1
by LOEM = JO) _ (e hsing) — 1+ hsing = 1+0dih -0
("nollgdende génger begriansad ar nollgdende”), s& f/(0) = 1 enligt
definitionen av derivata. For att underséka f”(0) behéver vi dven kdnna
till f/(x) for « # O:

ska existera.

d 1 1 1

f’(m):(m+x2sin):1+2xsin—cos, x # 0.
dx T T T

Detta uttryck saknar gransvirde dd  — 0, s& funktionen f’ &r inte ens

kontinuerlig i punkten & = 0, och da kan den inte heller vara deriverbar

dar.

Svar: f/(0) = 1, men f”(0) existerar inte.

6. Lat f(x) = ze™® och betrakta en punkt (a, f(a)) (med a > 0) pa den givna
kurvan y = f(x), x > 0. Tangentlinjen till kurvan i den punkten har ekvationen
y—fla)=k-(z—a),dir k= f'(a) = (1 — a)e™?; alltsd

y(@) =ae ™+ (1 —a)e” *(z — a).
Inséttning av x = 0 ger det y-véirde dér tangentlinjen skér y-axeln:
y(0) = ae™ "+ (1 — a)e”*(—a) = a®e™".

Fragan ar alltsa vilka varden detta uttryck kan anta nar a genomloper de
positiva talen. Sétt g(a) = a?e~? (fér a > 0) och gor en funktionsundersdkning:
g'(a) = a(2 — a)e™, vilket &r positivt for 0 < a < 2 och negativt for a > 2.
Vi ser att g(a) — 0 bade da a — 01 och d& a — +oo, s& funktionens lokala
maximum ¢(2) = 4e~2 #r ett globalt maximum, och virdeméingden for g dr
V, =]0,4e72].

Svar: De punkter (0,y) dir 0 < y < de™2.



7. Ekvationen x

2

3 —ax — 2 = 0 dr ekvivalent med g(x) = a, dir g(z) = 2% — =.
x

En rutinméssig funktionsundersokning visar att grafen for g har det utseende
som den vénstra figuren illustrerar: en lodrat asymptot for = 0, och lokalt
minimum g(—1) = 3. (Man kan notera att g(z) =~ —2/x f6r = néra noll, samt

g(r) ~ x? nir |z| 4r stort.)

y=g(x) | 1Y

v = f(a)

Den hogra figuren illustrerar att de reella losningarna till g(z) = a ges av
skdrningarna mellan grafen y = g(x) och den horisontella linjen y = a, och de
delar av grafen som &ar ritade med heldragen linje &r de som motsvarar den
minsta 16sningen x = f(a) (dvs. den langst till vanster pa tallinjen). Genom
att radera de prickade delarna av kurvan och sedan lata x och y byta roller, sa
att man far a pa z-axeln och f(a) pa y-axeln, erhalls den sokta grafen for f:

y = f(a)

//

Funktionen f &r striangt vixande pad | — oo, 3[, strangt avtagande pa [3,4o0],
och har en sprangdiskontinuitet i punkten a = 3 (med lim,_,3- f(a) = 2

och f(3) = lim,_,3+ f(a) = —1). Den antar inget storsta eller minsta vérde.
Grénsvirden: lim f(a) = 0 resp. lilf f(a) = —oo (ty fran observationerna
a—r — o0 a—r+00

om kurvan y = g(z) ovan foljer att f(a) = —2/a for stora negativa a resp.
f(a) = —/a for stora positiva a).
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