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Inga hjalpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, vélmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poing. Uppgift rdknas som godkéind om den bedémts med
minst 2 poang. For betyg n riacker 4(n — 1) podng och n godkidnda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Skissa grafen till funktionen f(x) = In(xz + 1) — 2arctan(2z) — 2. Ange alla lokala
maxima och minima, samt lodridta och vagrita asymptoter, om sadana finns.

2. Bestdm en primitiv funktion till

() (5 5) e o LHVE

2 —4x +3 x? 3 T+ a2’

3. Undersok gransvirdena

22+ 52+ 6 e’ —e
. 2T+ 0w +6 . 5 = :
(a) xlirr_12 " (b) IILIIOLO (\/x + 37— Va x) (c) il_}ff% PPt
2?2421 —1
4. Hur manga olika l6sningar har ekvationen —————— =k for olika vérden pa k?
e X

2
5. En axelparallell rektangel har ett horn i origo, ett horn pa ellipsen 2% + (%) =1,

med x > 0 och y > 0 och de bada 6vriga hornen pa koordinataxlarna. Vilka varden
kan rektangelns area anta?

n—1
1
6. Lat a, = Z . Inn for alla heltal n > 2. Visa att talfoljden as, as, a4, ... ar

k=1
monoton och begrénsad.

[e.e]
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7. Visa att det finns exakt ett tal a sadant att / (5 —arctanx —

0
vergent. Berikna integralens virde for detta a.

ax
1+ 22

) dx ar kon-
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1. f(@)

= In(z + 1) — 2arctan(2z) — 2 &r definierad da x > —1. f(z) - —oc0o da x — —1+

och f(z) — oo da x — oo. Saledes d&r © = —1 en lodrét asymptot medan vagrita
aymptoter saknas.

1 4 da? +1 -4z —4  A@P—z-3)

Vidare giller att f'(x) = - = = =

z+1 14+ (22)2 (x+1)1+422) (z+1)(1+4a?)

4z + Hz - 2) B o i
(x + 1)2(1 +4:E22) =0&z= —5 eller z = 5
Teckenschemat

z |1 ~1/2 3/2

1
visar att f(—1/2) = 1n§ — 2arctan(—1) — 2 = —1In2 + g — 2 < 0 &r ett lokalt max
medan f(3/2) &r ett lokalt min.

Svar: Lodrét asymptot x = —1. Lokalt max fér x = —1/2 och lokalt min for

x=3/2.

2. (a)

(b)
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7/—3 de =—2n|z -1+ 7n|z - 3|+ C.
x_

Svar: Exempelvis 7In | — 3| — 21In |z — 1].

1 1.1 1 1 dt
J Gt dx:/t:ﬁ“;’ dv=—p/=
/(tQ— 3el(— ) /tetdt—/etdt:/PI/:tet—/etdt—/etdt:
1/ 1/z
te! —2et +C = —2¢Y7 4 . Svar: Exempelvis —2¢4/7,

1 1+t
/ VT de = /t = Vo & x =t* t >0, dm:Qtdt/:/tQi 2t dt =

x + 22

/(1+t) /(1+t):g 2t+2/_/ / /;dt:
t(1+t2) (1412 t 1+t 1+t2 1+t
2Int — In(1 + t?) + 2arctant + C = 2In v/ — In(1 + z) + 2arctan vz + C.

z " + 2arctan v/z.

Svar: Exempelvis In 7

dr+
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(a) Gransvérde av typ o
2 +5r4+6 (z+2)(zx+3) x+3 —-2+3 1.
= = — =——daz— —2.
2+zr-2 (z+2)(zx—-1) z-1 -2-1 3
Svar: Grénsvérdet &r —1/3.

(b) Grénsvirde av typ oo — oo.
Va2 + 3z — a2 -z = (Va? +3z — Va? —0)(Va? + 3e + Va? —x)
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2?43z — (2 —z) 4 4
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(c) Gréansvirde av typa.
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Svar: Gransvardet ar 2.
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-1 t
e- ¢ . —e-1-1=edat— 0 enligt standardgrinsvirden.
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Svar: Gransvérdet ar e.
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4. Satt f(x) = CE%—% = (2% + 2z — 1)e **. f &r definierad for alla z, f(z) — 0 da
e
1
& — o0 enligt ett standardgrénsvirde medan f(z) = 2%(1 —|—— ——2)6_2”5 — 00-1-00 = 00
x

dad z — —o0.

fl@)= Qe +2-2@* 42z —1))e 2 = 242 —2)e > =
—2(x+2)(z—1e ¥ =0s2=—2eller z = 1.

Teckenschemat
x -2 1
fflay| — 0 4+ 0 -~
f@) |\ f(=2) 7~ f(1) \

visar att f(—2) = —e? #r ett lokalt min medan f(1) = 2¢™2 #r ett lokalt max. Grafen
ger oss foljande

Svar: Ekvationen saknar 16sning da k < —e*, har en losning da k = —e* eller k > 2¢72
2 losningar da —e* < k < 0 eller k = 2¢~2 samt 3 16sningar da 0 < k < 2¢ 2

)

. Om (z,0) &r hornet pé X—axeln sa dr de dvriga hornen (fransett origo) (0,21 — x2)
och (z,2V1 — z2) ty z? +( )2 =1 och y > 0 ger att y = 2y/1 — 22

Rektangelarean ér A(z) = z-2y1—22 med 0 < z < 1 eftersom x > 0 och y =
2 — 4a° Az + J5) (= = %)
201—22>0 Azx)=2V1—a2 — 20— = T V2 V2l _
Vi—22  V1—a? V1—a?

1 1
0z = 7 da 0 < z < 1. En enkel teckenundersokning visar att A(_Q) =1 ar

rektangelareans storsta mojliga virde. Eftersom A(x) — 0 da @ — 0+ eller 2 — 1— fas
att vardeméngden &r |0, 1]. Svar: |0, 1]
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6. Om n > 2 giller att ap41 —a, = % —In(n+1)—(
- 1 1
tylns <s—1f6rs>0o0chs#1saln(l+ —) <1+ — —1= —. Saledes géller att
n n n

Gnt1 > an for n > 2 och ddrmed att talfcljden &r strangt vixande, speciellt monoton.
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—lnn)=—-In(1+-) >0
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Eftersom funktionen n dr positiv och strangt avtagande for ¢ > 0 visar en enkel

n—1 n—1
1 1
jamforelse mellan summa och integral att a, = z - Inn =1+ Z i Inn <
k=1 k=2
n—1
1+ 5~ Inn=1+In(n—1)—Inl—Inn < 1 ty In &r en stringt vixande funktion.

1
Saledes ér talféljden uppat begransad av 1 och da den &r stringt vixande ar den nedat
begransad av ag =1 — In 2.

Vi har saledes visat att talféljden &r monoton och begréinsad.

s 1
. Notera forst att ——arctanz = arctan — om x > 0. (En rétvinklig triangel med kateterna

x
1 och x visar detta).
" 1 ax 1 1 1 "o
/e (arctan e x2) dx = /PI, Darctan =TT x2/ = [z arctan E]:_i_/g (m—
ax 1 1 1-a 9 arctan X 1
m) dx = rarctan; — earctanz + In(l 4+ z9)|. = —T - earctanz +

T
—a

(In(1 +7?) —=In(1 + €%)) — /a = 1 #r nodvindigt for grinsvirde / — 1 —0 = 1
da r — oo och € — 0+ enligt standardgrinsvirde och det faktum att arctan &r en
begrénsad funktion. Svar: @ = 1 ger vérdet 1.
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