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1. (a) Gränsvärde av typ
0

0
.

x2 − 1

x2 + 3x + 2
=

(x + 1)(x − 1)

(x + 1)(x + 2)
=

x − 1

x + 2
→ −2 d̊a x → −1.

Svar: Gränsvärdet är −2.

(b) Gränsvärde av typ
0

0
.

e3x − 1

tan 2x
=

(e3x − 1) cos 2x

sin 2x
=

e3x − 1

3x
· 2x

sin 2x
· 3

2
· cos 2x → 1 · 1 · 3

2
· cos 0 = 3/2 d̊a

x → 0 enligt standardgränsvärden. Svar: Gränsvärdet är 3/2.

(c) (x + x2)1/ ln x = e
ln(x+x

2)
ln x = e

ln x+ln(1+x)
ln x = e(1+

ln(1+x)
ln x

) → e1+0 = e d̊a x → 0+ ty
ln 1 = 0 och lnx → −∞ d̊a x → 0+. Svar: Gränsvärdet är e.

2. f ′(x) =
x2 + 1 − (x + 2)2x

(x2 + 1)2
− 1

x2 + 1
= −2(x + 2)x

(x2 + 1)2
= 0 ⇔ x = −2 eller x = 0

Teckenschemat

x −2 0

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ց f(−2) ր f(0) ց

visar att f(−2) = arctan 2 är ett lokalt min medan f(0) = 2 är ett lokalt max.

Vidare gäller att f(x) → ±π

2
d̊a x → ∓∞ ty

x + 2

x2 + 1
=

1

x
· 1 + 2/x

1 + 1/x2
→ 0 · 1 = 0 d̊a

x → ∓∞. Eftersom f(0) = 2 >
π

2
är 2 funktionens största värde medan minsta värde

saknas ty f(−2) = arctan 2 > −π

2
.
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Svar: Största värdet är 2. Minsta värde saknas.



3. (a)

∫ √
x

x2 + x
dx = /t =

√
x ⇔ x = t2, t ≥ 0, dx = 2tdt/ = 2

∫

dt

t2 + 1
=

= 2 arctan t + C = 2 arctan
√

x + C. Svar: Exempelvis 2 arctan
√

x.

(b)

∫

sin3 xdx =

∫

(1 − cos2 x) sin x dx =

∫

sinx dx +

∫

cos2 x(− sinx) dx =

= − cos x +
cos3 x

3
+ C. Svar: Exempelvis − cos x +

cos3 x

3
.

(c)

∫

x ln
√

1 + x2 dx =
1

2

∫

x ln(1 + x2) dx = /partiell integration/=

=
1

2
(
x2

2
ln(1 + x2) −

∫

x3

1 + x2
dx) =

1

2
(
x2

2
ln(1 + x2) −

∫

(x − x

1 + x2
) dx) =

=
1

2
(
x2

2
ln(1 + x2) − x2

2
+

1

2
ln(1 + x2)) + C.

Svar: Exempelvis
x2 + 1

4
ln(1 + x2) − x2

4
.

4.

∫ b

1

arctan 1
x

x2
dx = /t =

1

x
, dt = −dx

x2
/ = −

∫ 1/b

1
arctan t dt =

∫ 1

1/b
arctan t dt =

=/ partiell integration / = [t arctan t]11/b −
∫ 1

1/b

t

1 + t2
dt =

=
π

4
−

arctan 1
b

b
− 1

2
[ln(1 + t2)]11/b =

π

4
−

arctan 1
b

b
− ln 2

2
+

1

2
ln(1 +

1

b2
) → π

4
− ln 2

2

d̊a b → ∞. Svar: Värdet är
π

4
− ln 2

2
.

5. (a) Se boken.

(b) f(x) =

√
1 + x −

√
1 − x

sinx
= 2 · x

sin x
· 1√

1 + x +
√

1 − x
→ 2 · 1 · 1

2
= 1 d̊a x → 0

enligt ett standardgränsvärde. Väljs A = 1 blir f kontinuerlig för x = 0.

(c) ex+h = ex · eh → ex d̊a h → 0 ty eh → e0 = 1 d̊a h → 0 enligt förutsättningen.
Definitionen medför s̊aledes att ex är kontinuerlig för alla x.



6. f ′(x) = eax(a arctan x +
1

1 + x2
) och a arctanx +

1

1 + x2
→ ±aπ

2
d̊a x → ±∞. D̊a

exponentialfunktionen alltid är > 0 följer att derivatan växlar tecken och funktionen
därmed har minst en extrempunkt. Det återst̊ar att visa att derivatan har högst ett

nollställe eller ekvivalent att g(x) = a arctanx +
1

1 + x2
har högst ett nollställe. Notera

att
1

1 + x2
är strängt växande p̊a ] − ∞, 0] och strängt avtagande p̊a [0,∞[ och att

arctan x ≥ 0 precis d̊a x ≥ 0.

För a > 0 är g(x) strängt växande p̊a ] − ∞, 0], ty a arctan x är strängt växande om
a > 0, och g(x) är positiv p̊a [0,∞[ . S̊aledes kan g(x) ha högst ett nollställe om a > 0.

För a < 0 är g(x) strängt avtagande p̊a [0,∞[, ty a arctanx är strängt avtagande om
a < 0, och g(x) är positiv p̊a ]−∞, 0]. S̊aledes kan g(x) ha högst ett nollställe även om
a < 0.

Sammantaget har vi visat att f har exakt en extrempunkt.

7. Observera först att
ln(n!)

n lnn
=

1

n lnn

n
∑

k=1

ln k.

lnx är strängt växande och positiv för x ≥ 1. En lämplig figur visar att
∫ n

1
lnx dx ≤

n
∑

k=1

ln k ≤
∫ n

1
lnx dx + lnn ty ln 1 = 0.

D̊a

∫ n

1
lnx dx = /partiell integration/ = [x lnx − x]n1 = n lnn − n + 1 f̊as olikheten

n lnn−n+1 ≤ lnn! ≤ n lnn−n+1+lnn. Eftersom
n lnn − n + 1

n lnn
= 1− 1

lnn
+

1

n lnn
→ 1

d̊a n → ∞ och
n lnn − n + 1 + lnn

n lnn
→ 1 d̊a n → ∞ följer av instängningsregeln att

lim
n→∞

ln(n!)

n lnn
= 1. Svar: Gränsvärdet är 1.


