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Inga hjalpmedel &r tillatna.

Losningarna skall vara fullstédndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poédng. Uppgift rdknas som godkédnd om den bedémts med
minst 2 poang. For betyg n racker 4(n — 1) podng och n godkénda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Undersok gransvardena

lim ——— b) li li 2 .
@i iy O @Ohp )
. . . N . . x+2
2. Bestdm storsta och minsta virde, om dessa existerar, till f(x) = oo arctan .
x

3. Bestdm en primitiv funktion till

(a) v (b) sin®x (¢) xInV1+ 22,

2+

) > arctan (1)
4. Berdkna —29” dx.
" T

5. (a) Funktionen f &r definierad for alla z. Definiera vad som menas med att f &r
kontinuerlig i punkten z = a.

(b) Funktionen f &r definierad for —1 < z <1 och
Vi+zr—+V1—=2

4
flz) = sin , daz#0
A , dax=0.

Gar det att vilja A sa att f blir kontinuerlig i punkten z = 07

(¢) Funktionen f(z) = e® ar kontinuerlig i x = 0. Visa, utgaende fran detta, att f
ar kontinuerlig for alla x.

6. Visa att for varje a # 0 har f(x) = ¢*® arctan x exakt en extrempunkt.

In (n!
7. Undersok gransvérdet lim n(n )
n—oo 1 Inn
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1. (a) Grénsvérde av typ g

-1 (z+1)(z—-1) =z-1

= = — —2daz— —1.
224+3x+2 (x+1D)(x+2) z+2

Svar: Gransvardet ar —2.

(b) Gréansvirde av typ g

e —1 (3 —1)cos2z -1 2

§-cosQaL‘—>1-1-;~c050:3/2dé

tan 2x sin 2x 3x ' sin 2x ' 2
x — 0 enligt standardgransvirden. Svar: Gréansvérdet &r 3/2.
n(xr (L‘Q nT n €T n xT

(c) (z+ x2>1/lnx = e1 (lntc b el +11ni1+ - e(H%) — eV =cdaz — 0+ ty

Inl=0ochlnz — —ocoda xz — 0+. Svar: Gransvardet ar e.
2
z*+1—(z+2)2 1 2(x +2)x
2. f = — = — =0 x=-2c¢l =0
Teckenschemat
T -2 0
flx) | - 0 + 0 -
flx) |\ f(=2) 7~ f(0) \

visar att f(—2) = arctan2 &r ett lokalt min medan f(0) = 2 dr ett lokalt max.
x+2 1 1+42/x
2241 oz 1+1/22
x — Foo. Eftersom f(0) =2 > g ar 2 funktionens storsta virde medan minsta vérde

—0-1=0da

Vidare géller att f(z) — :l:g da z — Foo ty

saknas ty f(—2) = arctan2 > —g.

0.5+

10 -8 -6 -4 —2 0

-1.54

Svar: Storsta vardet ar 2. Minsta varde saknas.



3.

vV 9 dt
(a) /x2+x dr=/t=r e xz=1t" t>0, dv=2tdt/ =2 P
= 2arctant + C' = 2arctan /z + C. Svar: Exempelvis 2 arctan /.
(b) /sin3 xdx = /(1 — cos’ x)sinz dr = /sinx dzr + /cos2 z(—sinzx) do =
3 3
= —cosx + cos & +C. Svar: Exempelvis — cosx + o8 T

1

(c) /mln V1+a? de = 5 /xln(l + 2?) dx = /partiell integration/=

1, x2 a3 1,22 T
= —(—1In(1 2y — = —(—In(1 2y — =
1, x2 x2 1
:f(—ln(l—i—xg)———i—fln(l—i—:nQ))—l—C.
22 2 2 ) )

1
Svar: Exempelvis In(1 + z?) — %

b arctan * 1 d 1/6 !
4. / — L de=/t=—, dt =— x/:_/ arctantdt:/ arctant dt =
1 x 1 1

5.

22 22

/b

1
t
= tiell integration / = [tarctant];, — [ —— dt =
/ partiell integration / = [tarctant]; ;, /1/b1+t2
T arctan% 1 o1 T arctan% In2 1 1 m In2
Sl | S 3 I T P Il L
1 b o) = 5 b g Tt =g 2,
da b — oo. Svar: Vardet ér%—n?.
(a) Se boken.
1 — V1 - 1 1
(b) fla) = YiFE=VI—e o @ 2.1l —1dae—0
sin sine /1+z++V1—-2x 2

enligt ett standardgrénsvérde. Viljs A = 1 blir f kontinuerlig f6r = 0.

(c) eth =% eh — e* dah — 0ty e — € =1 da h — 0 enligt forutsittningen.
Definitionen medfér saledes att €* dr kontinuerlig for alla x.



6. f'(z) = e™(aarctanz +

1 am
5) och aarctanz + ——— — +—- da © — +oo. Da
x 142
exponentialfunktionen alltid dr > 0 f6ljer att derivatan véxlar tecken och funktionen

dédrmed har minst en extrempunkt. Det aterstar att visa att derivatan har hogst ett

nollstélle eller ekvivalent att g(x) = a arctanx + har hogst ett nollstélle. Notera

1+ 22
att 522 ar stringt vixande pa | — 0o,0] och striangt avtagande pa [0,o00[ och att
arctanx > 0 precis da z > 0.
For a > 0 &r g(z) stringt vixande pa | — 0o, 0], ty aarctanz ar stringt vixande om

a > 0, och g(x) &r positiv pa [0, co[ . Saledes kan g(z) ha hogst ett nollstélle om a > 0.

For a < 0 &r g(z) stringt avtagande pa [0, 00[, ty aarctanx dr stringt avtagande om
a < 0, och g(x) &r positiv pa | — 00, 0]. Saledes kan g(z) ha hogst ett nollstille dven om
a < 0.

Sammantaget har vi visat att f har exakt en extrempunkt.

n

In(n!) 1
. Ob forst att = Ink.
Observera forst a T nlnn; n

In x &r stringt vixande och positiv for z > 1. En lamplig figur visar att

/lnxdmﬁZlnk‘g/ Inz dr+Inntylnl=0.
1 1 1

n
Da / Inz dr = /partiell integration/ = [xInx — z|} = nlnn — n + 1 fas olikheten
1

1 — 1 1 1
nlnn—n+1 <Inn! < nlnn—n+1+Inn. Eftersom nin-ntl =1-—-qF — 1
) 141 nlnn Inn nlnn
dd n — oo och 2T nl—i— +omn — 1 dd n — oo foljer av instédngningsregeln att
nlnn
In(n!
n(nt) =1. Svar: Gransvardet ar 1.

n—oo nlnn
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