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Inga hjalpmedel &r tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poidng. Uppgift ridknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkéinda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Skissa grafen till funktionen f(z) = (2 — §> ¢*”. Alla lokala maxima och minima
x

samt lodrita och vagriata asymptoter maste framga, om sadana finns.

2. Undersok ) ) ( 3)
¢ —1 esmr — 1 In(l+ 22
lim ———— b) lim —— lim ——~

(&) el 72 — g — 2 (b) 20 In(1 + 3z) (c) hard In(z + 22)

3. Bestdm en primitiv funktion till
x+3 sin 2z

1 b) =
(a) zlnx (b) 22 4+4rx+5 (c) sin®z + 5sinz + 6

4. Visa att In(1 + 2z) > 27 — 22° for alla z > 0.
5. (a) Funktionen f &r definierad for alla reella tal. Definiera vad som menas med att
f ar strangt vixande.
(b) Lat g(z) = 2z + |z|. Ar g stringt vixande?
(¢) Funktionerna f; och fy &r stréingt vixande och definierade for alla reella z. Lat

h(z) = fi(x) - fo(z). Ar h stringt vixande? Bevis eller motexempel krivs.

6. En konservburk har formen av en rat cirkuldr cylinder med given volym V. Hur
ska forhallandet mellan burkens hoéjd och diameter vara, for att burkens totala be-
gransningsarea (inklusive botten och lock) ska bli sa liten som mdjligt?

/2 w/2
o1 T T 1 .
7. Betrakta de bada integralerna / 5— dx och / ( 5— — —) dx. Visa att exakt

sin“ x sin“x

0 0
en av integralerna ar konvergent och berédkna vérdet av denna.
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1. Dy =R\ {0}. f(z) = (2—§)63z —oodaxz — 0—eller z — oo, f(z) — —oco0 dax — 0+
x

2.

och f(z) — 0 da x — —oo. Saledes &r x = 0 en lodréit aymptot och x-axeln en vagréit
asymptot da r — —oo.

Vidare giller att f'(z) = (% +6— %)e‘% = G 1/;2)@: - 1)6‘% =0z =1/2eller
z=1.
Teckenschemat
x 0 1/2 1
flle) |+ A + 0 - 0 +
fle) | 7 A /7 f/2) N\ f1) /

visar att f(1/2) = —4€%/? &r ett lokalt max medan f(1) = —e® &r ett lokalt min.
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(a) Grénsvérde av typ — 5

2 -1 (x+1)(z—-1) z—-1 .
= = 2 —1.
2—2x—-2 (z4+1)(z-2) z—2 /3ddz—

x
Svar: Gransvérdet ar 2/3.
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(b) Grénsvirde av typ 0

ST —1 M1 sing 3 LTI S Gy 0 enliot
— . . .- — . . - = — axr — enli
In(1+3z)  sine  z In(1+3z) 3 33 8
standardgransvérden. Svar: Grénsvérdet &r 1/3.
(¢) Grénsvirde av typ@.
00
In(14+-2
In(1+2% a*(l1+%) 3he+n(l+5) 3+ n(lszg) a8
— — = — —da z — oo.
In(z+2%)  Ina?2(1+1) 2mhz+Im(1+1) + In(1+3) 2

Inz
Svar: Gréansvérdet &r 3/2.

2 2 2
xInz dx =/partiell integration/= % Inz — /; dr = % Inz — % +C.
2
Svar: Exempelvis % nz— 2.
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/=

2)? + 1) +arctan(z +2) + C

/ r+3 / r+3 x+3 1 2(x+2) - 1
_—_— x€r = = —_
2?2 +4x+5 22 44+5 (z+22+41 2@+22+1 (x+2)2+1
1

_|_

2(z +2) 1 i
(z+2)2+1 d$+/(x+2)2+1 do =5 In((x

1
Svar: Exempelvis 3 In((x +2)? + 1) + arctan(x + 2).



dx = /t = sinz,dt = cosxdxr/ =

sin 2x d / 2sinx cosx
sin? 1:—|—5smac+6 sin?z + 5sinz + 6

6 4
dt = | —— dt — [ ——— dt = 6In|t + 3| — 4ln|t + 2 -
/t 215t 16 /t+3 /t+2 Gt +3| —4lnft + 2|+ C

61n(3+sinx)—4In(2+sinz)+C. Svar: Exempelvis 6 In(3+sin z)—41In(2+sin x).

2
4. Sitt f(z) = In(1 + 2x) — 2z + 222 da = > 0. Eftersom f'(2) = 52 — 244z =
T
18;62 > 0,da x > 0, & f stringt vixande och da f(0) = 0 foljer att f(z) > 0 &
x

In(1 + 2z) > 22 — 222 for alla z > 0.

(a) f &r stringt vixande om x <y = f(x) < f(y).

(b) Notera att g(z) =z om z < 0 och att g(x) = 3z om = > 0.
Omz <y<Ogilleratt 0 <y—z=g(y) —g(z) = g(x) < g(y).
Om z <0 <y giller att 0 < 3y —z = g(y) — g(z) = g(x) < g(y).
Och om 0 < z < y géller att 0 < 3y — 3z = g(y) — g(z) = g(z) < g(y).

Sammantaget visar detta att g ar strangt véxande.
(c) Sétt fi(x) = fo(x) = . Da ér bade fi och fo stringt vixande men h(z) = z? ar

det inte.
d’h 4V
. Lat h vara hojden och d vara diametern. Da géller att V = T & h o= g och
7r
d? d? AV
begrénsningsarean A(d) = 2 - % + mdh = % + 5 > da d — 0+ eller d — oc.
4V wdd -4V 4V
A(d) = md Z= gz - 0 < d = (—)'/3. Gréinsviirdena avslojar att detta ger
7r
4V h 4V
den minsta begrinsningsarean. For d® = — fas att — =1
v d 7d )
Svar: Forhallandet &r 1.
w/2 /2
: / dx = /P = [~ cot z]™/? + / CBT gy = S5 [Insin z]™/? = .
. sin’z . sinzx sin e sin e
cose —Insine — 114 0o = oo da € — 0+. Integralen &r saledes divergent.
w/2 1
/ (L2 ——)dx = ~©  cose—Insine— [Inz]™/? = ~° cosetln—— —InT
p sin“xz sin e sin e sin e 2

sin2z =

w/2 1
1+Inl-In2 =1—-In> dae— 0+ Svar:/ ( a ——)dmzl—lnz.
2 2 0 2
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