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1. f(x) = 2 arctanx− 2 lnx+ ln(1+x2) är definierad d̊a x > 0. f(x) → ∞ d̊a x → 0+ och

f(x) = 2 arctanx + ln(
1

x2
+ 1) → π d̊a x → ∞. S̊aledes är x = 0 en lodrät aymptot och

y = π en v̊agrät asymptot.

Vidare gäller att f ′(x) =
2

1 + x2
− 2

x
+

2x

1 + x2
=

2(x − 1)

x(1 + x2)
= 0 ⇔ x = 1.

Teckenschemat

x 0 1

f ′(x) 6 ∃ − 0 +

f(x) 6 ∃ ց f(1) ր

visar att f(1) =
π

2
+ ln 2 är ett min, och vi f̊ar följande graf.
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2. (a) Gränsvärde av typ
0

0
.

sin 3x

ln(1 + 4x)
=

sin 3x

3x
· 4x

ln(1 + 4x)
· 3

4
→ 1 · 1 · 3

4
= 3/4 d̊a x → 0 enligt standard-

gränsvärden.
Svar: Gränsvärdet är 3/4.

(b) Gränsvärde av typ
0

0
.

√
x − 1

x − 1
=

x − 1

(x − 1)(
√

x + 1)
=

1√
x + 1

→ 1/2 d̊a x → 1.

Svar: Gränsvärdet är 1/2.

(c) Gränsvärde av typ
∞
∞ .

ln(1 + ex)

e1+ln x
=

x + ln(e−x + 1)

e · x =
1 + ln(e−x+1)

x

e
→ 1 + 0

e
=

1

e
d̊a x → ∞.

Svar: Gränsvärdet är
1

e
.



3. (a)

∫

(x + 1)e2x dx =/partiell integration/= (x + 1)
e2x

2
−

∫

e2x

2
dx =

= (x + 1)
e2x

2
− e2x

4
+ C. Svar: Exempelvis (

x

2
+

1

4
)e2x.

(b)

∫

cos3 x dx =

∫

(1 − sin2 x) cos x dx =

∫

cos x dx −
∫

sin2 x cos x dx =

= sin x − sin3 x

3
+ C. Svar: Exempelvis sinx − sin3 x

3
.

(c)

∫

1

x
√

x + x − 2
√

x
dx = /t =

√
x ⇔ x = t2, dx = 2tdt/ =

∫

2t

t3 + t2 − 2t
dt =

/
2t

t3 + t2 − 2t
=

2

(t + 2)(t − 1)
=

2

3
(

1

t − 1
− 1

t + 2
)/ =

2

3
(

∫

1

t − 1
dt−

∫

1

t + 2
dt) =

2

3
(ln |t−1|−ln |t+2|)+C =

2

3
ln |

√
x − 1√
x + 2

|+C. Svar: Exempelvis
2

3
ln |

√
x − 1√
x + 2

|.

4. f(x) = (2x − 3)e−1/x2 → 0 d̊a x → 0+ och f(x) → ∞ d̊a x → ∞.

f ′(x) = (2 +
2(2x − 3)

x3
)e−1/x2

= 2e−1/x2 (x − 1)(x2 + x + 3)

x3
=

2e−1/x2 (x − 1)((x + 1/2)2 + 11/4)

x3
= 0 ⇔ x = 1.

Teckenschemat

x 0 1

f ′(x) 6 ∃ − 0 +

f(x) 6 ∃ ց f(1) ր
visar att f(1) = −1/e är funktionens minsta värde. S̊aledes f̊ar vi följande graf
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Svar: Lösningar saknas d̊a a < −1/e, det finns en lösning d̊a a = −1/e eller a ≥ 0, det

finns tv̊a lösningar d̊a −1

e
< a < 0.



5. (a) Se boken.

(b) Enligt medelvärdessatsen finns x ∈]0, π/2[ s̊adan att f ′(x) =
f(π/2) − f(0)

π/2
=

=
π/2

π/2
= 1, vsv.

(c) Sätt f(x) = g(x)−x. D̊a gäller f(a) = f(b) = f(c) = 2 och enligt medelvärdessatsen
finns ξ1 ∈]a, b[ och ξ2 ∈]b, c[ s̊adana att f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = 0. Medelvärdessatsen
ännu en g̊ang visar att det finns x ∈]ξ1, ξ2[⊂]a, c[ s̊adan att

f ′′(x) =
f ′(ξ2) − f ′(ξ1)

ξ2 − ξ1
= 0, vsv.

6. f(x) =
1

(x + 1)
√

x
är positiv och avtagande för x > 0 och

∫

1

(x + 1)
√

x
dx =

= /t =
√

x ⇔ x = t2, t > 0, dx = 2tdt/ =

∫

2

t2 + 1
dt = 2 arctan t + C = 2 arctan

√
x +

C. En enkel figur, i stil med nedanst̊aende

0

2
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6

8
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x

visar att
n

∑

k=1

1

(k + 1)
√

k
<

∫ n

0

1

(x + 1)
√

x
dx = 2 arctann < π.

D̊a termerna i summan är positiva följer att
n

∑

k=1

1

(k + 1)
√

k
≥ 1

2
för alla n ≥ 1. S̊aledes

gäller exempelvis att 1/4 <
n

∑

k=1

1

(k + 1)
√

k
< π för alla n ≥ 1.

7. L̊at P ha koordinaterna (x, ex) och Q ha koordinaterna (t, t). D̊a gäller att avst̊andet i

kvadrat mellan P och Q är A(x, t) = (x − t)2 + (ex − t)2 = 2(t − x + ex

2
)2 + x2 + e2x −

(x + ex)2

2
= 2(t − x + ex

2
)2 +

(ex − x)2

2
.

För fixt x blir minsta värdet av avst̊andet i kvadrat A(x,
ex + x

2
) =

(ex − x)2

2
.

D
(ex − x)2

2
= (ex − x)(ex − 1). Vidare gäller att D(ex − x) = ex − 1 = 0 ⇔ x = 0 och

en enkel teckenundersökning visar att e0 − 0 = 1 är minsta värdet av ex − x. Härav

följer att D
(ex − x)2

2
= 0 ⇔ x = 0 och väsentligen samma teckenundersökning som

ovan visar att 1/2 är minsta värdet av
(ex − x)2

2
. S̊aledes är

√

A(0, 1/2) =
1√
2

minsta

avst̊andet. Svar: 1/
√

2.


