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Inga hjalpmedel &r tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Varje uppgift kan ge hogst 3 poidng. Uppgift ridknas som godkdnd om den bedémts med
minst 2 poéang. For betyg n riacker 4(n — 1) poéng och n godkéinda uppgifter (n = 3,4,5).

1. Skissa grafen till funktionen f(x) = 2arctan z—2Inz+In(1+2?). Alla lokala maxima
och minima samt lodrita och vagrita asymptoter maste framga, om sadana finns.

2. Undersok Ji ( )
i sin 3x , r—1 . In(1+e¢”
(a) ili% ln(l + 41,) (b) }:LH% T — 1 (C) xlggo 61+lnx
3. Bestdam en primitiv funktion till
1

(a) (z+1)e* (b) cos®x (c) Y —

4. Lat f(z) = (2e—3)e~ """ | 2 > 0. Bestém, for varje reellt tal a, antalet olika l6sningar
till ekvationen f(x) = a.

5. (a) Formulera medelviirdessatsen for derivator.
(b) Lat f(x) = zsinz. Visa att det finns nagot z € |0, g [ sadant att f'(z) = 1.

(¢) Punkterna a < b < ¢ ar givna. Funktionen g dr deriverbar tva ganger pa inter-
vallet [a, c] och g(a) = a+2, g(b) = b+ 2 och g(c) = ¢+ 2. Visa att det finns
nagot = €la, ¢[ sadant att ¢"(x) = 0.

6. Bestam positiva konstanter ¢ och C' sadana att
c < i 1 <C
—~ (k+1)Vk
for alla heltal n > 1.

7. Betrakta punkter P pa kurvan y = e® och punkter ) pa linjen y = x. Bestdm minsta
mojliga avstand mellan P och Q.
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1. f(z) = 2arctanz — 2Inx + In(1 + 2?) &r definierad da 2 > 0. f(x) — oo da x — 04 och

f(z) = 2arctanx +In(— +1) — 7 dd x — co. Siledes &r z = 0 en lodrét aymptot och
x
y = 7 en vagrit asymptot.

2 2 2z 2(x—1) 0o 1
= = r = 1.

Vidare géller att f'(m) = 1122 =z + 1+22  z(1+422)

Teckenschemat

T 0 1
fle) | A — 0+
f(x) AN f) /

visar att f(1) = g + In 2 dr ett min, och vi far f6ljande graf.
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2. (a) Grinsvirde av typ 0

sin 3z sin 3z 4x 3 3
= ) T 1-1--=3/4da 0 enligt standard-
In(1 + 4x) 3x In(1+4x) 4 - 4 /4 da x — 0 enligt standar
gransvérden.

Svar: Grénsvérdet &r 3/4.

(b) Gréansvirde av typ g

vr—1 x—1

1 .
o 7(w—1)(\/5+1):\/5+1_>1/2da$_>1'

Svar: Grénsvérdet dr 1/2.

00
(c) Gréansvirde av typ—.
00

In(1+e®) w+hle®4+1) 1+230 349 1
— = — =—daz — oco.
eltlnz e-x e e e

1
Svar: Gransviardet ar —.
e



62{17 62:):
3. (a) /(:z: + 1)e** dx =/partiell integration/= (z 4+ 1)— — / — dx =

2 2
2z 2x
1
=(x+ 1)% - % +C. Svar: Exempelvis (g + Z)e%.
(b) /cos3x dr = /(1 —sin® x) cos & dx = /cosa: dx — /siancosx dr =
;3 .3
=sinr — S +C. Svar: Exempelvis sinx — 51113 <
(c)/ ! do =/t = Vi & 2 =12, do = 2tdt//2t dt =
B B B t3 + 12 B

r/r+x—2x
2t 2 2 1 1

, = == - dt— [ —— dt) =

/t5+t2—2t (t+2)(t—1) S(t—l t+2)/ /t—l /t+2

T — N ‘

V42

Vo +2©
4. f(x) = (235—3)671/932 — 0 dax — 0+ och f(x) — oo da x — oo.

2 2
g(ln\t—l\—ln\t—l—Q\)—f—C = —In]| |+C. Svar: Exempelvis fln\

3

2(2z — —1)(a?
fl(.’lf):(2+ ( xg 3))671/x2:2671/x2 (ﬂj‘ )(I3+x+3) —
y 2 111/4) )
-1 1/2
ge—1/a2 (2 = D)((z + 3/ AN L
x
Teckenschemat
x 0 1
fflo)| B - 0 +
f) | A N ) /S
visar att f(1) = —1/e &r funktionens minsta virde. Saledes far vi f6ljande graf
Svar: Losningar saknas da a < —1/e, det finns en 16sning da a = —1/e eller a > 0, det

finns tva losningar da —— < a < 0.
e



5. (a) Se boken.

2) — f(0
(b) Enligt medelvirdessatsen finns = €]0, 7/2[ sddan att f'(x) = W =

= 777/2 =1, vsv.

(c) Satt f(z) = g(x)—x. Dagiller f(a) = f(b) = f(c) = 2 och enligt medelvirdessatsen
finns & €la,b[ och & €]b, ¢ sddana att f'(&) = f/(&2) = 0. Medelviirdessatsen
annu en gang visar att det finns = €]¢1, {3[Cla, c[ sadan att

_ &) - f1&)

1" (x) " =0, vsv.
6. f(x) = B ar positiv och avtagande for x > 0 och / o dx =
CERING (@ + Ve
= /t=vVrer=tt>0ds=2tdt/ = /7523_1 dt = 2arctant + C = 2arctan/z +
C. En enkel figur, i stil med nedanstaende
N
6l
“
|
\
\

visar att zn:1</n1dx—2arctann<7r
= (k+1)VEk Jo (z+D)VE ‘

n

1
Da termerna i summan &dr positiva foljer att Z

1
——— > — for allan > 1. Saledes
—(k+1)Vk 2

n
1
géller exempelvis att 1/4 < Z —— = < nforallan > 1.

— (k+1)Vk

7. Lat P ha koordinaterna (z,e”) och Q ha koordinaterna (¢, ). Da giller att avstandet i

x
kvadrat mellan P och Q ér A(z,t) = (z — t)? + (% — t)? = 2(t — mf + 2% 4+ ¥ —
(z+ €e®)? T+e, (ef—x)?
) 9 —
2 ( 2 )y 2
T x 2
For fixt  blir minsta vérdet av avstandet i kvadrat A(z, ¢ 2+1:) = (e 5 z)
(61.—1;)27 r x . .. T _ T _ _
Di2 = (e — z)(e” — 1). Vidare giller att D(e* —z) =e¢* —1=0< 2 =0 och
en enkel teckenundersokning visar att € — 0 = 1 &r minsta virdet av e® — z. Hirav
(e — 2’

foljer att D = 0 & 2 = 0 och vésentligen samma teckenundersokning som

2
xr 2 1
ovan visar att 1/2 #r minsta virdet av (623;). Saledes ér 1/ A(0,1/2) = — minsta

V2

avstandet. Svar: 1/v/2.
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