
Envariabelanalys 1, TATA41, 2008-03-27, lösningsförslag

1. Funktionen är definierad d̊a x− 1 > 0 och 5− x > 0, dvs d̊a 1 < x < 5. För dessa x f̊as

f ′(x) =
1

x − 1
+

3

5 − x
−2 =

2x2 − 10x + 12

(x − 1)(5 − x)
=

2(x − 2)(x − 3)

(x − 1)(5 − x)
. Detta ger teckentabellen

x 1 2 3 5

f ′(x) ξ + 0 − 0 + ξ
f(x) ξ ր f(2) ց f(3) ր ξ

Eftersom f(2) = −3 ln 3 < 0 s̊a följer av teckentabellen att även f(3) < 0. Dessutom
gäller att f(x) → ∞ d̊a x → 5−, och s̊alunda f̊ar vi följande principfigur:
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och där framg̊ar att f har ett reellt nollställe.
Svar: f har ett reellt nollställe.

2. (a)

∫

sin(lnx) · lnx

x
dx =

/

t = lnx , dt =
lnx

x

/

=

∫

t sin t dt =

= −t cos t +

∫

cos t dt = −t cos t + sin t + C = − cos(ln x) · lnx + sin(lnx) + C

Svar: T.ex. sin(lnx) − cos(ln x) · lnx.

(b)

∫

cos2(3x) dx =

∫

1 + cos(6x)

2
dx =

x

2
+

sin(6x)

12
+ C

Svar: T.ex.
x

2
+

sin(6x)

12
.

(c)

∫

x

x2 + 4x + 20
dx =

∫

x

(x + 2)2 + 16
dx =

∫

x

16
(

1 +
(

x+2

4

)) dx =

=

/

t =
x + 2

4
, dx = 4 dt

/

=

∫

2t − 1

2(1 + t2)
dt =

1

2
ln(1 + t2) − 1

2
arctan t + C =

=
1

2
ln

(

1 +

(

x + 2

4

)2
)

− 1

2
arctan

x + 2

4
+ C

Svar: T.ex.
1

2
ln

(

1 +

(

x + 2

4

)2
)

− 1

2
arctan

x + 2

4
.



3. (a) lim
x→0

x ln(1 + 5x)

sin2(2x)
= lim

x→0

ln(1 + 5x)

5x
·
(

2x

sin 2x

)2

· 5

4
= 1 ·

(

1

1

)2

· 5

4
=

5

4

Svar:
5

4
.

(b) lim
x→−∞

√
x2 − x

x + sin x
=

/

t = −x , t → ∞
/

= lim
t→∞

√
t2 + t

−t − sin t
= lim

t→∞

|t|
√

1 + 1

t

−t − sin t
=

= lim
t→∞

t
√

1 + 1

t

t
(

−1 − sin t

t

) = lim
t→∞

√

1 + 1

t

−1 − sin t

t

=

/

sin t

t
→ 0 ty sin t är begr.

/

= −1

Svar: −1.

(c) lim
x→∞

x
(

√

x4 + 3x −
√

x4 − 2x
)

= lim
x→∞

x
(

(x4 + 3x) − (x4 − 2x)
)

√
x4 + 3x +

√
x4 − 2x

=

lim
x→∞

5x2

x2

(

√

1 + 3/x3 +
√

1 − 2/x3

) = lim
x→∞

5
√

1 + 3/x3 +
√

1 − 2/x3
=

5

2

Svar:
5

2
.

4. U(a) =

∫

a

1

π

x(x + 1)2
dx = /partialbr̊ak/ = π(

∫

a

1

1

x
dx−

∫

a

1

1

x + 1
dx−

∫

a

1

1

(x + 1)2
dx) =

π[lnx− ln(x+1)+
1

x + 1
]a1 = π(ln

a

a + 1
+

1

a + 1
−(− ln 2+

1

2
)) = π(ln

1

1 + 1/a
+

1

a + 1
+

ln 2 − 1/2) → π(ln 2 − 1/2) d̊a a → ∞.

V (a) =

∫

a

1

2π
√

x

x + 1
dx = /t =

√
x ⇔ x = t2, t ≥ 0, dx = 2tdt/ = 4π

∫

√
a

1

t2

t2 + 1
dt =

4π

∫

√
a

1

(1 − 1

t2 + 1
) dt = 4π[t − arctan t]

√
a

1
= 4π(

√
a − arctan

√
a − 1 + π/4) → ∞ d̊a

a → ∞.

Svar: U(a) = π(ln
a

a + 1
+

1

a + 1
+ ln 2 − 1/2), V (a) = 4π(

√
a − arctan

√
a − 1 + π/4)

och endast U(a) har ändligt gränsvärde.

5. (a) Se Sats 4.1 i boken p̊a sid 180.

(b) f(x) − 16 =
f(x) − 16

x − 3
· (x − 3) → 2 · 0 = 0 ⇔ f(x) → 16 d̊a x → 3. S̊aledes gäller

att lim
x→3

f(x) = 16.
√

f(x) − 4

x − 3
=

f(x) − 16

x − 3
· 1
√

f(x) + 4
→ 2 · 1

4 + 4
= 1/4 d̊a x → 3.

Svar: lim
x→3

f(x) = 16 och lim
x→3

√

f(x) − 4

x − 3
= 1/4.

6. L̊at kateterna ha längden a resp b. Eftersom kateterna är mindre än hypotenusan och

omkretsen är 2, gäller att 0 < a < 1 och 0 < b < 1. Hypotenusan är
√

a2 + b2 och vi

f̊ar ekvationen a + b +
√

a2 + b2 = 2 ⇔ /0 < a + b < 2/ ⇔ a2 + b2 = (2 − (a + b))2 ⇔
0 = 4 − 4a − 4b + 2ab ⇔ b =

2 − 2a

2 − a
.

Triangelarean är T (a) =
ab

2
=

a(1 − a)

2 − a
= a + 1 +

2

a − 2
och derivatan T ′(a) = 1 −

2

(a − 2)2
=

(a − 2 +
√

2)(a − 2 −
√

2)

(a − 2)2
har endast nollstället a = 2 −

√
2 i intervallet

]0, 1[. En enkel teckenstudie visar att T (2−
√

2) = 3−
√

2−
√

2 = 3−2
√

2 är triangelareans
största värde. Svar: Största värdet är 3 − 2

√
2.

7. Eftersom f(x) − x = /x 6= 0/ = x(
f(x)

x
− 1) och lim

x→±∞

f(x)

x
= 0 finns b > 0 s̊adan att

f(b) − b < 0 och a < 0 s̊adan att f(a) − a > 0. Satsen om mellanliggande värden visar
att f(x) − x = 0 ⇔ f(x) = x för minst ett x ∈]a, b[.


