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Tentamen i Linjiar algebra (TATA31/TEN1) 2020-03-16, 8-13.

Inga hjalpmedel, forutom passare, linjal eller gradskiva. OBS! Inga formler el-
ler liknande tryckta pa linjal eller gradskiva. Ej riknedosa.

For godként riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 podng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2019 ger 3 poéng pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 podang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive "G+1"
i rutan for uppgift 1.

Fullstdndiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/ GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskalarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. En ljusstrale gar genom punkten P; = (1,2, 3) i riktningen —es — 2e3 och reflekteras
i planet II: x —y+ 2z = 2. I vilken punkt traffar ljusstralen planet och vilken riktning
foljer den reflekterade ljusstralen?

2. (a) Lat F: R*>—R? vara en linjér avbildning med avbildningsmatris

=5 3)

i standardbasen for R? och lat F*: R*—R? vara den linjéra avbildning som har
A som avbildningsmatris i standardbasen for R?. Berikna egenviirden och egen-
vektorer till F' och F*.

(b) Med inspiration fran dina kalkyler i (a), bevisa att om F:R"—R" och F'* definie-
ras som ovan sa har F' och F* samma egenvirden.

3. Lat @ € R och lat F:R°—=R® vara en linjdr avbildning som i standardbasen har

matrisen
1 0 0 1 2
2 3 -3 2 -2
A=10 1 0 a -1
0 0 a 1 1
3 5 -4 4 -3

Bestdm a sa att nollrummet far positiv dimension. For detta/dessa virde/virden pa
a, bestdm bas och dimension for noll- respektive varderum.

4. En tetraeder har ett horn i origo och de andra tre hornen i punkterna
(1,2,1), (2,-1,1), (1,0,2).

Lat L vara linjen som gar genom origo och punkten (2,1, 2). Avgor om L skir tetra-
edern i nagon mer punkt dn origo. Om sa ér fallet, i vilken punkt sker detta?
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d.

6.

Den linjéra avbildningen F:R*—R* utfor en ortogonalprojektion pa underrummet
U=[(1,1,1,1),(1,2,3,4)] Cc R*,

dvs F(u) =u

i Bestdm F:s matris i standardbasen i R?.

Vilken sorts kurva definieras av ekvationen
627 + 62129 + 1423 — 15V/10 2, + 5V 1029 = 55

Rita kurvan noggrannt (i x;xe-systemet). Relevanta punkter, avstand, huvudaxelrikt-
ningar etc skall framga av din figur. Figuren skall redovisas pa separat papper!
Vilj skala fornuftigt.

Betrakta underrummen

U= {(:pl,xQ,xg,x4,:p5) € R%: 2x1 — o + 324 = 0} och

i 1 0 0 2 1\ ]
0 0 1 -1 1
V=1le| 1 |,e|l 1 |,e| 1 |,e] 1 |,e]| 1 C R°.
0 1 -1 1 0
i 0 0 -1 1 -1/

Bestam en bas 1 U NV samt dess dimension.
(UNV = de vektorer som tillhér bade U och V.)



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2020-03—-16

1. Rita figur sa du ser vad du skall rdkna ut!

L,
O
OP,
Enligt forutséittningarna sa foljer ljusstralen linjen
T 1 0
L:e|ly |=el| 2 |+te|-1], teR
z 3 -2

som insatt i ekvationen for IT ger
1—-(2-1t)4+283-2t)=5-3t=2 <= t=1.

Detta ger da att ljusstralen tréffar planet i punkten P, med ortsvektor

L 1 0 1
OP,=e| 2 | +1-e|-1 | =¢e| 1
3 -2 1

Vi fortsitter med att beriikna spegelpunkten P; med avseende pa II. Lat Py = (1,2, 3)
och tag en punkt Py € 11, tex Py = (2,0,0). Sétt n = (1, —1,2) och berékna P0P1”n.

1 2 “1
P()Pl:OPl—OPO:g 2 — € 0 = e 2 y
3 0 3
“1 1 1 1 1
PyPye 1 1
ByPy = — 12n =—lel| 2 |ee|-1 e|-1 :§§ -1 ) =z-e|-1],
I In| 6 3 2 2/ 6 \a2/) 2 19
1 1 0
OPSZOP1—2PQP1HHZQ 2 — € -1 =€ 3
3 2 1



Den reflekterade ljusstralen kommer da att folja linjen L, som gar genom P, och har
en riktningsvektor parallell med P, P,, dvs den sokta riktningen &ar

1 0 1
PP, =0OP,—OP,=e| 1 | —-e| 3 | =e]|-2
1 1 0

2. (a) Vi borjar med sekularekvationen till A

)1? ‘ “ANE2=A)-6=XN-3A-4=A+1)A-4) =0 <=
A=—1,4
1 1]0 -1
ot (33[0)- (3 2[8) = (1), ven
0 -3 20 2
g(g_g\o)w(o 10) = xi=e(2), rem

Go6r nu om samma operationer med A'. Eftersom det B = det B! for alla nxn-
matriser B (Sats 4.4.1, sid 87) fas

det(At_M):‘l—)\ 3 ':‘1—)\ 2

2 2-\ 3 2-)
—\=-1,4

‘:det(A—)\I)zo =

enligt foregaende kalkyl. Egenvérdena &r alltsa lika. Egenvektorerna &ér déremot
olika i allméinhet, vilket vi nu skall se da vi berdknar dem for A°

2 3]0 2 3|0 &
(3300)~ (0 0l0)=rame () wem
3 3]0 ‘1 10 1
ama: (5310)~ (0 ofo)=x=e(1) ter

(b) Enligt transponeringsreglerna (Sats 3.2.13, sid 63) géller

>
I
—_

W

AL — N[ = At — A" = (A= )\

Beviset star ddrmed ovan sa vi kopierar och stryker de konkreta determinanterna:
Eftersom det B = det B' for alla nxn-matriser B (Sats 4.4.1, sid 87) fas

det (A* — XI) = det (A — AI)" = det (A — \I) = 0,
D& A och A" har samma sekularekvation har de ocksa samma egenvirden. VSB.

3. Eftersom A dr kvadratisk ér dim N(F) > 0 <= det A =0. Vi far

1 00 1 2 10 0 0 O

2 3-3 22| k-x |2 3-3 0-6 3 -3 0 -6 _
01 0 a-11"210 1 0 a-1|= utveckla | |1 0 a -1 | ko
0 0 a 11 - 00 a 1 1 ~ lefterrad1] |0 a 1 1]
3 5-4 4-3 3 5-4 1-9 5-4 1-9




3 0 0 0 1 a 1 1 a 1
1 1 a 1 utveckla r3—T2
0 a 1 1 efter rad 1 1 1 1 1-=a 0 0
5 1 1 1
utveckla 3(1 ) a 1 3(1 ) 1)=0 < 1
— — —a = —a)la — — a = ‘
efter rad 3 L1

Sétt a = 1 och 16s AX = 0. Eftersom V' (F) &r holjet av A:s kolonnvektorer blir detta
ocksa beroendeekvationenen for kolonnvektorerna. For kontrollens skull tar vi med
ekvationen “LK av kolonnerna =godtycklig vektor”. Vi far

100 1 2[0 100 1 2[0 s
2 3-3 2-2|10 y2 | 2y |0 3-3 0-6|0-2y1+y | s
01 0 1-1]0 y3 ™ <"]l0 10 1-1]|0 Ys vk
0 01 1 1[0 0 01 1 110 Y4
3 5-4 4-3|0 s 0 5-4 1-9|0-3y; +ys
1 0 01 210 Y1
01 0 1-1]0 n oty
~10 0 1 1 1[0 m T
0 0-3-3-31]0 2y1+y2 3y3
0 0-4-4-410-3y1-5ys+ys
1001 2]0 n
01 0 1-11]0 Y3
~10 0 1 1 1]0 Ya
00 0 0 010 2y1+y2 3y3+3y4
0 0 0 0 0|0 -3y;-5y3+4ys+ys
Vi borjar med N(F'). Ovanstaende kalkyl ger
T —x4 — 205 =5 — 2t 1 -2
To —Ty+T5 =5+t 1 1
T3 | = —Ty—T5=S—1 =s| 1 |+t|-1 |, s,teR,
Ty —5 -1 0
Ty t 0 1

dvs (1,1,1,-1,0),(=2,1,—1,0,1) &r en bas i N(F') som dédrmed har dimension 2.
Om vi istéllet betraktar ovanstaende som beroendeekvationen for kolonnerna far vi

Szl,t:OI k1—|—k2—|—k3—k4:0<:>k4:k1—|—k2+k3,
S:O,tzli —2k1—|—k2—k3+k520<:>k5:2k1—k2—|—k3.

Satsen om l6jliga element (Sats 5.3.16, sid 111) ger da att

V(F) — [k17 k27 k37 k47 k5] - [kla k27 k3]7 dVS
(1,2,0,0,3),(0,3,1,0,5),(0,—-3,0,1, —4)
dr en bas i V(F) och dim V(F) = 3.
Ekvationen “LK av kolonnerna =godtycklig vektor” behovs egentligen inte for att

16sa problemet men kan vara bra att ha med for kontrollens skull. Ur denna fas att
ekvationen ar l6sbar omm



—2y1 +y2 —3ys +3y2 =0 och —3y; —dys +4ys +ys =0

vilket ger att en vektor y dr en LK av kolonnerna omm dessa villkor &r uppfyllda,
dvs ér ett element i V(F) om detta stémmer. Vi far da

—2y1 + y2 — 3y3 + 3ys =0
V(F)=lki, ko, k3| = Y2, Y3, Ya, € R5: .
(F)=[k1, ko, k3] {(yl Y2, Y3, Y4, Ys) 3y, 5ys + 4ys + ys = 0

Eftersom kolonnvektorerna genererar V' (F') skall ju dessa uppfylla ekvationerna och vi
kan darfor kontrollera vara kalkyler genom att sitta in dessa och se att det stimmer.

. Skriv L pa parameterform och byt sedan till den bas som ges av tetraederns kant-
vektorer.

T 2 1 2 1
L:e|ly | =te| 1], teR, fi=e| 2 |, fh=e[-1|,f5=e| 0
z 2 1 1 2

Berdkna inversen till tranformationsmatrisen pa vanligt sétt,

1 2 1|1 0 0N\ may /1 2 11 0 0O\ rpsms
2-1 0/0 1 0] *~*"[0-5-21-21 0] =<°
1 1 2(0 0 1 0-1 1K1 0 1

714 717 0 0\ er /7 14 010 1 -5\ i
~1l0 7-7|7T 0-T| |0 7 0| 4-1-21]"<°
0 0-713 1-5 0 0 7/-3-1 5
70 0]2 3-1 2 3 -1

~10 7 0l4-1-2]|=T7T"'= 4 -1 -2

0 0 7F3-1 5 -3 -1 5

Skriv linjen i den ny basen med hjélp av basbytesformeln f = e7T <= e=1"f T

L:e| 2o |=te| 1 :tf? 4 -1 -2 1 zﬁ? 3 1=f| v |, teR.
T3 2 -3 -1 5 2 3 Y3

Da alla koordinaterna for riktningsvektorn &r positiva i den ny basen gar L in i
tetraedern. I den nya basen far hérnen koordinaterna

(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Tre av tetrederns begriansningsplan sammanfaller nu med koordinatplanen i den ny
basen, dvs de far ekvationerna

yl:07 y2:07 y3:O

och da koordinaterna for L:s riktningsvektor dr > 0 skér linjen inte nagot av dessa
plan (férutom i origo). Da det fjarde begrénsningsplanet innehaller punkterna

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)



far det ekvationen i + ys + y3 = 1. Inséttning av L i planets ekvation ger

5t+3t+3t_11t_1 t—7

RN IR S S V'

vilket ger att skdrningspunktens P ortsvektor fas som den punkt pa L som svarar
mot ¢ = 7/11. Vi far

X1 7 2
OP=e| 7o | =—e| 1 [,
11
T3 2

14 7 14
dvs linjen skér tetraedern i origo ochi P = | —, —, — ).
11711711

. Vi borjar med att bestdmma en ON-bas i U. Lat

1 1
1 1 2
f; = 59 1 |- U = 3
1 4

1 1 1 1 1

1 2 1 1 10 1 ) 1

4 1 1 1 1

2 5 -3 -3

B 1 4 51 1 (-1 1 [

8 ) 3

Vi bestdmmer sedan matrisen genom att beriikna F'(basvektorerna). Stéll upp berik-
ningen av F'(e;) snyggt och prydligt sa underlattar det i kalkylen av 6vriga eftersom
det mesta gar att ateranvénda, tex blir ju skaldrprodukten med f; samma for alla
fyra standardbasvektorerna.

F(er) = (erofy) fi + (erefy) £, =

1 1 1 1 -3 -3
:1 o 0 o 1 o 1 +i o 0 o -1 o -1 B
41160 =| 1 11 2011 0 =11 |11
0 1 1 0 3 3
1 -3 5 9 14
:le ! —ie -1 :i e 0 +e 3 —ie 8 =
41 1 207 | 1 201 | 5 -3 20~ 2
1 3 5) -9 !
7
_1 4
—102 1|



1 -3 5 3 8
1 1 1 -1 1 5 1 1 6
1 3 5 -3 2
4
_1_02 2 9
1
1 -3 5 -3 2
1 1 -1 1 5 -1 1 4
1 3 5 3 8
1
1 2
=—e
0= 3 |’
4
1 -3 5 -9 -4
F(e)—le ! +i B el ° +e - —ie 2 =
R I 201 1] 20[71| 5 3 20| 8|
1 3 5 9 14
-2
1 |1
7
vilket ger
7T 4 1 -2
1 4 3 2 1
Ag_l_o 1 2 3 4
-2 1 4 7

6. Lat @) vara den del av ekvationen som &r en kvadratisk form och beridkna egenvérden
och en ON-bas av egenvektorer till denna.

2 2 6 3 T
Q(u) = 633‘1 -+ 6371372 + 145[]2 = ( r1 To ) ( 3 14 - — thAXQ’

6- A\ 3
3 14-A

< A=10+£v100—-75=10+5= 5,15,

1 3]0 1 3]0 3
e (1 20) (3 20) =i (1), cem
0 3-110 1
O)N<O 0‘0):>X15:t<3), tGR,

1 3 1 1 1 3 1
fi=——e , fh=——¢e , f=eT=——¢ )
1 10‘(-1) i 10‘<3> S \/ﬁ‘<-1 3)

det(A—)J):’ ’:(6—)\)(14—)\)—9:)\2—20>\+75:0<:>

p
Il
—_
ot
/‘l\
Ne)
w



Da egenvardena &r positiva ar kurvan en ellips. Byte till denna ON-bas av egenvek-
torer ger

622 + 62179 + 1422 — 15V10 2 + 5V 1015 =

_ ( x2)<§ 134)(2)%@(-3 1)(2):
:{(il):T(ié)]:5yf+15y2+5\/170\/%_0(—3 1)(_:1)’ ;))(ZD:

= 5yi + 154 +5 (-10 0)(Zl)z5yf+15yz—50y1:55 =
2

= 12+ 3y— 10y = (1 —5)° — 25+ 32 =11 «—

— ( —5)2+32—36<:>7(y1_5)2+y—5— h-5 2+ L 2—
n Y2 = 36 2 U6 Ji2)

Ur detta utléser vi att ellipsen har storaxel av lingd 6 ldngs y;-axeln, dvs i den
riktning som ges av fi, lillaxel av lingd v/12 i den riktning som ges av f, och att me-
delpunkten M har koordinater (5,0) i det nya koordinatsystemet. I det ursprungliga
koordinatsystemet fas da

o-a(3) = e (1) B2 = - (i)

Vi far foljande figur

2 4 6 8 10

f 6




7. Studera ekvationen “Linjarkombination av V:s generarande vektorer = godtycklig
vektor” for att fa fraam ekvationerna for V. Kallar vi de genererande vektorerna
Vi,..., Vs fas

AMV1 4 AaVo + A3Vvs + vy 4+ Asvy = X <

1 0 0 2-1]x
0 0 1-1 1] ze
1 1 1 1 1]as
0 1-1 1 0] x4
0 0-1 1-1]zs
1 0 0 2-1
0 1 1-1 2
~10 0 1-11
0 0-2 2-2
0 0-1 1-1
Ur detta

31
3T
~

Ty
-T1+ T3
o)
T1—T3 + X4
T5

1 0 0 2-1
0 1 1-1 2
0 0 1-11
0 1-1 1 0
0 0-1 1-1
1
rat2rs | 0
1"5[111"3 O
0
0

0
1
0
0
0

a1
-1+ T3

T2

Ly

Ts

OO = = O

2 -1
-1 2
-1 1
0 0
0 0

T4—T2
~

T
-T1 + 23
)
xry + 2.1’2—.1’3 + x4
To + Ty

far vi att ekvationen &r losbar, dvs x = (x1, 29, 3, T4, x5) € V omm

r1+2x9 —x3+24=0 och x5+ x5=0, dvs

|

En vektor x = (x1, 9, 23,14, 25) € UNV om den uppfyller ekvationerna for bade U
och V,dvs

=0
IE5:0.

Ty + 29 — X3 + 24

V= R>:
{X € T2 +

1 4+ 220 — 13 + 14 =0 1 2-1 1 010
s + 25=0 < [0 1 0 0 1|0 |"=2"
2l‘1 — X9 -+ 3[L‘4 =0 2-1 0 3 010
1 2-1 1 010 1 2-1 1 0]0
~10 100 1]0|™ o100 1/0] <
0-5 2 1 010 0021 510
1 —2x9 —x3 — x4 =35+ Tt 3 7
To —x5 = —t 0 -1
| z3 | = S =s| 1 |+t] 0|, steR <
Ty —2x3 — dx5 = —25 — 5t -2 -5
T5 t 0 1
T1 4+ 220 — 3 + 14 =0
<~ UNV =21 (21,22, %3, T4,%5) € R5: T + s =0 p =
21 — T9 + 3y =
_ 5 o\
0 -1
=le|l 1l |,el O ;
-2 -5
- O 1 -

dvsw; =(3,0,1,-2,0) och wy = (7, —1,0,—5,1) &r en bas i UNV som dérmed har
dimension 2.



